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Resumo
O estudo das vibrações mecanicas tem sido uma area de interesse de varios pesquisadores das 
çiençias exatas. O primeiro tipo de vibraçao estudado foi no modelo clássico do sistema massa- 
mola, que e conhecido como sistema de oscilacao harmônica. A con tribu to  neste modelo 
vem no sentido de considerarmos uma mola específica de um veículo, com a constante de 
elasticidade da mola obtida atraves de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy. Outros tipos 
de vibracães mecânicas sao estudados atraves da equação da onda. Inicialmente, modelamos 
a posicao de um cabo suspenso com uma das extremidades conectada por uma mola, em que 
consideramos a constante elástica obtida atraves de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy. 
Realizamos tambem o estudo da vibraçao de uma viga conectada em duas extremidades por 
massa, molas e amortecedores, que pode ser aplicado como um modelo de um chassi de um 
veículo. A constante da mola íe estudada de forma similar aos casos anteriores. Posteriormente, 
estudamos a equacão do movimento de uma membrana, utilizando o metodo de elementos 
finitos bidimensionais. As analises dos modelos estudados, atraves da teoria dos conjuntos 
fuzzy possibilitaram a obtencao de diferentes solucoes das equaçoes, considerando o tempo de 
uso da mola.
Palavras-chave: Vibraçoes Mecânicas; Sistema Baseado em Regras Fuzzy; Equacoes Diferen­
cias; Metodo de Elementos Finitos ; Metodo de Diferencas Finitas; Condicão de Fronteira de 
Robin.
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Abstract
The study of mechanical vibrations has been an important area for many researchers of the 
exact sciences. The first type of vibration studied was the classical model of the mass-spring 
system, which is known as a harmonic oscillation system. The contribution of this model comes 
from considering a specific spring of a vehicle, with a constant spring elasticity, obtained through 
a Fuzzy Rule-Based System. Other types of mechanical vibrations are studied with the wave 
equation. Initially, we model the position of a suspended cable with one end connected by a 
spring, in which we consider the elastic constant obtained through a Fuzzy Rule-Based System. 
We also study the vibration of a beam connected at two ends by mass, springs and dampers, 
which can be applied as a model of a vehicle chassis. The spring constant is studied in a similar 
way to the previous cases. Sequentially, we studied the motions equation of a membrane using 
the two-dimensional finite element method. The analysis of the models studied through the 
fuzzy set theory allowed us to obtain different solutions of the equations considering the spring’s 
time of use.
Keywords: Mechanical Vibrations; Fuzzy Rule-Based System; Differential Equations; Finite 
Element Method; Finite Difference Method; Robin Boundary Condition.
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Introdução
Neste trabalho, estudamos alguns tipos de vibrações mecânicas através da equação da onda 
com fronteira fuzzy. O interesse pela vibração foi descoberto com o surgimento dos primeiros 
instrumentos musicais, provavelmente apitos ou tambores. Desde entao, os pesquisadores tem 
se dedicado ao estudo de fenômenos das vibrações. O filosofo e matematico grego Pitágoras e 
considerado o primeiro a investigar sons musicais com base científica [18]. Pitagoras realizou 
experimentos com uma corda vibratória utilizando um instrumento simples denominado mo- 
nocordio. Afirma Rao Singiresu (2008) que a maioria das atividades humanas envolve vibracoes 
de uma forma ou de outra. Por exemplo, ouvimos porque nossos támpanos vibram, e vemos 
porque as ondas de luz sofrem vibracoes. Os primeiros estudiosos no campo das vibracoes 
concentraram seus esforços no entendimento dos fenomenos naturais e no desenvolvimento de 
teorias matematicas para descrever a vibracõo de sistemas físicos. Qualquer movimento que 
se repita apos um intervalo de tempo e considerado vibração ou oscilação. A teoria de vi- 
braçao trata do estudo de movimentos oscilatorios de corpos e as forças associadas a estes. 
Em geral, um sistema vibratário incluiu um meio para armazenar energia potencial (mola ou 
elasticidade), um meio para armazenar energia cinetica (massa ou inercia) e um meio de perda 
gradual de energia (amortecedor). A vibracao de um sistema envolve a transferencia alternada 
de sua energia potencial para energia cinetica e de energia cinetica para energia potencial. Se 
o sistema for amortecido, certa quantidade de energia e dissipada em cada ciclo de vibracao e 
deve ser substituída por uma força externa, se for preciso manter um regime permanente de 
vibracao [18].
As vibracões podem ser classificadas de várias maneiras, sendo as mais importantes vibrações 
livres e vibraçães forçadas. A vibração livre acontece se um sistema apos uma pertubacao inicial, 
continuar a vibrar por conta propria, nenhuma forca externa age sobre o sistema. A vibraçao 
forçada acontece se um sistema estiver sujeito a uma força externa (muitas vezes uma forca 
repetitiva). Se a energia nao for perdida ou dissipada por atrito ou outra resistencia durante 
a oscilacõo, a vibracao e conhecida como vibraçao nao amorteçida. Porem, se a energia for 
perdida por uma dessas influencias, então e denominada vibraçao amorteçida. Um sistema 
vibratorio e um sistema dinamico no qual as excitacoes (entradas) e as respostas (saídas) sao 
depedentes do tempo. Em geral, as respostas de um sistema vibratário depende das condiçoes 
iniciais, bem como das excitaçoes externas. Sendo assim, a análise de um sistema vibratorio 
depende da modelagem matematica, obtencõo de equacões governantes, solucõo das equaçoes 
e interpretacao dos resultados [18].
A modelagem e o controle de vibraçoes de estruturas flexíveis tem sido alvo de estudos 
por vários pesquisadores, devido à grande exigencia de desempenho de sistemas estruturais. 
Segundo Yan e Yam (2002) e preciso que os sistemas dinamicos estruturais tenham um bom 
comportamento dinâmico para garantir a estabilidade do sistema e precisõo de movimento. 
A resposta dinamica de uma estrutura as excitacões harmânicas depende essencialmente das 
propriedades como, rigidez, massa e amortecimento que influenciam a frequâencia natural e o 
modo de vibrar. Essas propriedades resultam por sua vez da geometria, materiais e condiçcõoes 
de vinculacao ao meio externo [21].
Rao Singiresu (2008) deduz a equacao de movimento para uma corda ou cabo. Dentre as
1
2condições iniciais e de contorno citadas em [18], para uma corda restringida elasticamente em 
sua extremidade x =  l, temos a seguinte condicão de contorno:
P  (x) du(x, t) 
dx x=l
ku(x, t) 5x=l t > 0. (1)
onde u(x,t) corresponde ao deslocamento, k e a constante da mola e P (x) corresponde a 
tensão aplicada na corda. Deduz-se tambem a equacao de movimento para uma viga, temos a 




a , dw d2w
kw + c s t  +  mõ e
(2)
em que w(x,t) corresponde ao deslocamento vertical, a =  —1 para a extremidade esquerda e 
a =  +1 para extremidade direita da viga, m corresponde a massa conectada as extremidades, 
E e o modulo de Young, I  e o momento de inercia e k e a constante eiastica da mola. Essas 
condicoes sao tambem conhecidas como fronteira de Robin.
Andrade (2009) afirma que a viga e um dos elementos fundamentais de uma estrutura de 
engenharia, podendo-se modelar matematicamente diversos sistemas, como por exemplo uma 
semi-asa de avião. Entre os mais conhecidos modelos de vigas estao os de Euler-Bernoulli, 
Vlashov e Thimoshenko. Thimoshenko (1953) afirma que as teorias para vigas comecaram a 
ser estudadas a partir de seculo XVII. Em meados do seculo XVIII, Bernoulli e, principalmente, 
Euler apresentaram trabalhos que podem ser considerados como limiar da teoria de vigas com 
material elástico. No entanto, as teorias nao tinham tanto rigor nas conceituacoes quanto se 
verifica atualmente. A analise de vibracao de vigas tem sido objeto de estudo por diversos 
autores devido a sua importância na engenharia mecanica [2].
A análise do comportamento dinamico de uma viga de Euler-Bernoulli escalonada com 
apoios elasticamente variaveis e apresenta em Vaz (2016). A autora realiza um estudo baseado 
no modelo de viga de Euler-Bernoulli para determinar as frequâencias naturais e os modos de 
vibrar de vigas escalonadas com variacoes de sessoes transversais e variações das constantes 
de rigidez dos apoios elásticos. Posteriormente, realiza-se ensaios experimentais com vigas de 
alumínio para validar o modelo numerico.
Almeida e Lima (2010) apresentam um estudo do comportamento dinâmico de uma viga de 
Euler-Bernoulli com apoios amortecidos e rigidez variavel, concluindo que, conforme se varia 
a elasticidade dos apoios, os valores das frequâencias naturais mudam, ficando diferentes das 
frequencias com condiçao de apoios cMssicos. E, em relaçao ao acréscimo do amortecimento, 
percebe-se que as frequencias naturais amortecidas diminuem, causando uma atenuacao na 
amplitude do movimento do sistema.
As vibraçães mecanicas sao sem duvida o principal foco a ser estudado neste trabalho. Dife­
rentemente dos demais trabalhos realizados, nesta dissertacao o objetivo e modelar a constante 
k da mola, como sendo a variavel de saída de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy.
A teoria dos conjuntos fuzzy foi apresentada em 1964 por Lotfi A. Zadeh [24], quando 
trabalhava com problemas de classificações de conjuntos que nao possuíam fronteiras bem 
definidas. O termo fuzzy significa nebuloso, difuso, e se refere ao fato de em muitos casos nao 
conhecermos completamente o sistema que estamos analisando. Afirma Ortega (2001) que a 
lógica fuzzy e pouco conhecida pela grande maioria dos físicos e sao relativamente poucos os 
trabalhos em física utilizando essa teoria. A motivacão para os estudos desse tipo surge do fato 
que as medidas físicas estao sujeitas a erros e que muitas vezes esses erros nao são controlaveis. 
A influencia crescente da lágica fuzzy nas areas de física e engenharias nucleares tornam-se 
evidentes ao se consultar uma biblioteca virtual onde constam os registro de algumas centenas 
de artigos que utilizam a lígica fuzzy [17].
O primeiro objetivo deste trabalho consiste em analisar um sistema massa-mola conside­
rando a constante k como um parâmetro fuzzy. Modelamos o problema atraves de um Sistema
3Baseado em Regras Fuzzy onde as variáveis de entrada são a classificação da mola, quanto a seu 
tempo de uso, e a quantidade de espiras; a variavel de saída e a constante eiastica k. O segundo 
objetivo e estudar a equacao da onda para três casos: no primeiro caso analisamos a posicao de 
um cabo restrito elasticamente em uma de suas extremidades por uma mola, como na equacao 
(1), considerando a constante da mola k obtida por um Sistema Baseado em Regras Fuzzy; no 
segundo caso analisamos as vibrações do modelo de uma viga ligada a massas, amortecedores 
e molas em suas extremidades como na equacao (2), simulando o chassi de um carro. Con­
sideramos tambem a constante k da mola obtida por um Sistema Baseado em Regras Fuzzy. 
Por fim, no terceiro caso realizamos um estudo com respeito a vibração de uma membrana em 
uma regiao irregular, discretizando a equacao no espaco atraves do metodo de elementos finitos 
bidimensionais; e no tempo utilizamos o metodo de diferencas finitas centrado.
A organizacao do presente trabalho e a seguinte:
No capítulo 1, apresentamos conceitos principais da teoria de conjuntos fuzzy.
No capítulo 2, apresentamos o metodo de diferenças finitas para derivadas de primeira 
ordem, segunda ordem e de ordem superior. Tambem, apresentamos o exemplo do sistema 
massa-mola que e resolvido atraves do metodo de diferencas finitas e teoria dos conjuntos 
fuzzy.
No capítulo 3, apresentamos a deducao da equaçao de movimento para uma corda ou cabo e, 
tambem para uma viga. Em seguida, resolvemos numericamente ambas as equaçoes atraves do 
metodo de diferencas finitas. Aplicamos a teoria de conjuntos fuzzy para modelar a constante 
k da mola.
No capítulo 4, apresentamos a teoria de elementos finitos unidimensionais e bidimensionais, 
assim como as matrizes de rigidez do caso bidimensional.
No capítulo 5, apresentamos a deducao do movimento de uma membrana e sua solucao 
numerica obtida atraves do metodo dos elementos finitos bidimensional e do metodo de dife­
rencas finitas centrado para o tempo.
Enfim, no capítulo 6 apresentamos as conclusao do trabalho.
Magna Paulina de Souza Ferreira 
Uberlandia-MG, 23 de Marco de 2017.
Capítulo 1
Teoria dos Conjuntos Fuzzy
A teoria dos conjuntos fuzzy foi apresentada por Lotfi A. Zadeh, em meados dos anos 60, 
com a intençao de dar um tratamento matematico a certos termos linguísticos subjetivos como 
“aproximadamente” , “em torno de” [13]. Essa teoria enfrentou forte resistencia por parte da 
comunidade científica no seu início, principalmente por parte dos estatísticos norte americanos. 
Entretanto, muitos pesquisadores acreditavam que os novos conceitos poderiam oferecer várias 
possibilidades, assim trabalhos comecaram a ser desenvolvidos no mundo inteiro, principalmente 
no Japao, onde os conjuntos fuzzy encontraram raízes para se desenvolver rapidamente [17].
Baseando-se nas ideias de Barros e Bassanezi (2010) podemos afirmar que a Teoria dos 
Conjuntos Fuzzy, recente do ponto de vista de historiografia, vem se desenvolvendo e ganhando 
espaco e, cada vez mais, esta sendo usada como ferramenta para a formulacao de modelos nos 
varios campos da ciencia. O tratamento fuzzy de variaveis linguísticas ganhou um considerável 
espaco na matemítica, particularmente quando nao dispomos de dados suficientes para uma 
estatística ou enráo quando a situacao nao comporta medicoes e dependemos da informacao 
de especialistas. Neste sentido, modelos provenientes da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, tem sido 
usado em Biomatematica para fazer diagnísticos medicos e em muitas outras aplicacoes [5].
Para descrever certos fenômenos relacionados as variíveis linguísticas, temos utilizado graus 
que representam qualidades ou verdades parciais ou ainda padrões do melhor. Esse e o caso, 
por exemplo, dos conceitos de alto, fumante, infeccioso e outros. E precisamente neste tipo de 
incerteza que a Lígica Fuzzy tem dado suas principais contribuições. Usando uma linguagem 
conjuntista poderíamos nos referir, respectivamente, aos conjuntos das pessoas altas, fumantes 
ou infecciosas. Esses sõo exemplos típicos de conjuntos cujas fronteiras podem ser consideradas 
incertas, isto e, definidas por meio de propriedades subjetivas ou atributos imprecisos [13].
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51.1 Alguns Conceitos da Teoria de Conjuntos Fuzzy
Definição 1.1. Seja U um conjunto nao vazio e A um subconjunto clássico de U . A aplicaçao,
XA : U — > {0 ,1 },
tal que
/ s f 1 se x G A,
=  \ 0 se x G A,
e chamada de funçao característica de A [5].
Definição 1.2. Um subconjunto fuzzy F do universo U e definido por uma função de pertinência 
p que a cada elemento x de U , associa um numero p(x), entre zero e um, chamado de grau de 
pertinência de x a F. Assim, o conjunto fuzzy F e sinonimo da funcao de pertinência,
PF : U — > [0,1].
Os valores pF(x) =  1 e pF(x) =  0 indicam, respectivamente, a pertinência plena e a nao 
pertinência do elemento x a F.
Definição 1.3. Seja A um conjunto fuzzy e a G (0,1]. Definimos como a-nível de A o 
conjunto
Aa =  {x  G U : pA(x) > a } .
Definição 1.4. O Suporte de um conjunto fuzzy A que tem grau de pertinência diferente de 
zero em A, denotado por supp(A), e definido como:
supp(A) =  {x  G U : pA(x) > 0}.
Definição 1.5. O nível zero de um conjunto fuzzy A e o fecho do suporte de A, isto e,
[A]0 =  supp(A).
1.1.1 Representação de Conjuntos Fuzzy
As representações das funções que definem os elementos de um conjunto fuzzy facilitam a 
visualização deste conjunto, e podem ser feitas na forma tabular (ou de lista), graficamente e 
na forma analítica.
Para conjuntos finitos, as funcoes podem ser representadas por tabelas. A tabela represen­
tando um conjunto fuzzy lista todos os elementos do conjunto com seus respectivos graus de 
pertinencia [13]. No exemplo a seguir temos uma ilustraçao desse caso.
Exemplo 1.1. Seja A o conjunto de alunos estudiosos de uma sala de aula em uma facul­
dade, e sejam eles: Fernando, Carlos, Marcia e André. Este conjunto A e um subconjunto 
do conjunto universo X  com todos os alunos da faculdade.Nem todos os alunos do conjunto 
A estudam diligentemente, logo alguns têm um grau de mais estudioso, e outros tem grau de 
pertinência de menos estudiosos, variando entre os valores 0 e 1. Para os alunos citados tem-se 
a representação na Tabela 1.1.
A representacao grafica dos conjuntos fuzzy e a mais usada na literatura por ter uma 
interpretacao mais intuitiva. No caso de uma representacao em duas dimensães, o eixo vertical 
representa o grau de pertinencia no intervalo [0,1], e o eixo horizontal, o universo.





Tabela 1.1: Alunos e graus de estudo.
Exemplo 1.2. O conjunto fuzzy de pessoas de “meia idade” no universo U =  [0, 90], poderia 
ser representado pela funcao p.M(x) ilustrada na Figura 1.1.
Neste exemplo, a curva tem a forma de sino, crescendo da esquerda para a direita até uma 
certa idade, e depois decrescendo com a idade. Que a curva deva ter esta forma acreditamos 
que e consenso. As controvérsias talvez apareçam a respeito da idade onde ha mudança do 
crescimento da curva.
Figura 1.1: Função de pertinência de pessoas de meia idade [13].
1.1.2 Operações Padrões entre Conjuntos Fuzzy
Sejam A e B  subconjuntos clássicos de U representados pelas funções características Xa e 
Xb , respectivamente. Os conjuntos
A U B =  {x  G U : x  G A ou x  G B },
A n B =  {x  g U : x G A e x G B },
A' =  {x  G U : x G A },
tem, respectivamente, as funções características, Vx G U ,
Xaub(x) =  max{XA(x), XB(x)},
X W (x )  =  min{XA(x), Xb (x)},
X a' (x) =  1 -  X a(x ).
Definiçõo 1.6. Sejam A e B conjuntos fuzzy (Figura 1.2). As funções de pertinência que 
representam os conjuntos fuzzy união (Figura 1.3), intersecção (Figura 1.4) e complementar 
(Figura 1.5) de conjuntos fuzzy Vx G U , sao dadas por,
Paub (x) =  max{gA(x),^B (x)},
Sahb (x) =  min{^A(x),^B (x)},
PA' (x) =  1 -  Pa (x ) ,
7respectivamente.
Figura 1.2: Funçao de pertinência dos conjuntos Figura 1.3: Funçao de pertinência da união dos 
fuzzy A e B [13]. conjuntos fuzzy A e B [13].
Figura 1.4: Funcao de pertinencia da inter- Figura 1.5: Funçaes de pertinencia dos conjun- 
seccao dos conjuntos fuzzy A e B [13]. tos fuzzy A e seu complementar A' [13].
1.2 Variáveis Linguísticas Fuzzy
Uma variavel linguística cujo valor e expresso qualitativamente (que fornece um conceito a 
variável) e quantitativamente por uma funcao de pertinencia, como indica a Figura 1.6.
1.3 Sistemas Baseado em Regras Fuzzy
Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF) contem quatro componentes: um processador 
de entrada, onde e realizada a fuzzificacao dos dados de entrada, uma coleçao de regras fuzzy, 
denotada por base de regras, uma maquina de inferência fuzzy, e um processador de saída. Esses 
componentes estão conectados conforme indicado na Figura 1.7, supondo x E RN e y E Rn.
8Figura 1.6: Variáveis Linguísticas [7].
Figura 1.7: Sistemas Baseado em Regras Fuzzy [8].
1.3.1 Processador de Entrada (Fuzzificação)
Neste componente as entradas do sistema sao traduzidas em conjuntos fuzzy em seus res­
pectivos domínios. A atuaçao de um especialista na area do fenomeno a ser modelado e de 
fundamental importancia para colocar na construcao das funções de pertinencia para a des- 
criçao das entradas.
1.3.2 Base de Regras
Este componente, juntamente com a máquina de inferência, pode ser considerado o mícleo 
dos Sistemas Baseados em Regras Fuzzy. Ele e composto por uma colecao de proposições 
fuzzy na forma Se... entao.... Cada uma dessas proposicões pode, por exemplo, ser descrita 
linguisticamente de acordo com o conhecimento de um especialista. A base de regras descreve 
relaçoes entre as variáveis linguísticas para serem utilizadas na maquina de inferência fuzzy, 
que descreveremos no próximo item.
91.3.3 Máquina de Inferência Fuzzy
E neste componente que cada proposição fuzzy ó traduzida matematicamente por meio 
das tecnicas de raciocínio aproximado. Os operadores matematicos serão selecionados para 
definir a relacão fuzzy que modela a base de regras. Assim, a maquina de inferência fuzzy e 
de fundamental importância para o sucesso do sistema fuzzy, ja que fornece a saída a partir de 
cada entrada fuzzy e da relacão definida pela base de regras.
Apresentamos a seguir, um metodo de inferência fuzzy: Metodo de Mamdani.
Método de Mamdani
Uma regra ‘se’ (antecendente) ‘entao’ (consequente) e definida pelo produto cartesiano fuzzy 
dos conjuntos fuzzy que compoãe o antecedente e o consequente da regra. O míetodo de Mamdani 
agrega as regras atraves do operador lógico “ou” , que e modelado pelo operador maximo, em 
cada regra e atraves do operador lógico “e” , que e modelado pelo operador mínimo. Veja as 
regras a seguir:
Regra 1: Se (x ó Ai e y ó Bi) então (z ó Ci);
Regra 2: Se (x ó A2 e y ó B2) então (z ó C2).
A Figura 1.8 ilustra como uma saída real z de um sistema de inferência do tipo Mamdani 
ó gerada a partir das entradas x e y reais e a regra de composicao max-min. A saída z € R ó 
obtida pela defuzzificação do conjunto fuzzy de saída C =  Ci U C2
Figura 1.8: Metodo de Mamdani [7].
1.3.4 Processador de Saída (Defuzzificação)
Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificação e um processo de se re­
presentar um número real por um conjunto fuzzy. Em sistemas fuzzy, em geral a saída e um
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conjunto fuzzy. Assim, devemos escolher um método para defuzzificar a saída e obter um 
número real que a represente.
Definimos, a seguir, o metodo mais comum de defuzzificacao.
Centro de Gravidade
Este metodo de defuzzificaçao e semelhante a media ponderada para distribuiçao de dados 
em que a diferença e que os pesos sao os valores C (zj) que indicam o grau de compatibilidade 
do valor z* com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C .
Para um domínio discreto tem-se
G(C ) E L q ziC (E
e i e  c (z i) •
Para um domínio contínuo, tem-se
Sr  zC (z )d
Sr C (z)
onde R e a região de integração.
No prúximo capítulo, apresentamos o Metodo de Diferenças Finitas e um exemplo que utiliza 
um SBRF.
Capítulo 2
Métodos Numéricos para Resolução de 
EDO
A teoria das equações diferenciais e objeto de intensa atividade de pesquisa pois apresenta 
aspectos puramente matematicos e uma multiplicidade de aplicações, alem de apresentar diver­
sas ramificações [11]. Neste capítulo abordamos especificamente as Equações Diferencias Or- 
dinarias (EDO), que sao equações que apresentam apenas derivadas em relacao a uma variável, 
e utilizamos um SBRF para resoluçao do problema massa-mola. Algumas EDO podem ser re­
solvidas aplicando-se metodos analíticos, de modo que a soluçao exata e encontrada, caso nao 
seja possível encontrarmos a solucao analítica utilizamos metodos numericos para buscarmos 
uma aproximacão da soluçao.
2.1 Método de Diferenças Finitasj»
Em geral, os problemas que envolvem equaçcãoes diferenciais mais complexas necessitam de 
uma variedade de ferramentas para a sua resolucao. Alem das solucões analíticas, diversos 
metodos numericos podem ser utilizados para a soluçao de uma equacão diferencial. Os prin­
cipais metodos numericos utilizados para resoluçao dessas equaçoes sao: metodo de diferencas 
finitas, metodo dos elementos finitos, metodo dos elementos de contorno e metodo dos volumes 
finitos [15].
A ideia basica dos metodos numericos e o processo de discretizacão, que reduz o problema 
contínuo, com um numero infinito de variaveis, em um problema discreto com um nímero finito 
de variaveis, podendo ser resolvido computacionalmente. A base dos Metodos de Diferencas 
Finitas (MDF) e o calculo das aproximações das derivadas atraves da expansao em serie de 
Taylor de uma dada funcão [11].
A seguir, são apresentados três tipos de aproximacães para derivada de primeira e de segunda 
ordem.
Diferença Progressiva
Calculando a fórmula de Taylor de uma função u a uma distância h de ponto xn qualquer, 
temos:
h2 h3
u(xn +  h) =  u(xn) +  hu'(Xn) +  ^u"(Xn) +  3 -U" (Xn) +-----  (2.1)
Apos isolarmos a primeira derivada, podemos escrever
// •, u(xn +  h) u(xn) 1 h ///a \
u (xn) «  ------------ h------------  +  2 u (^xn+l) . (2.2)
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onde & „ + l € (x„ ,x „ +1). Como o msto é igual ^ u"& „+ i) e a potência de h é igual a 1, dizemos
que o metodo e de ordem 1 [6]. Assim, de forma simplicada temos
h
/ un+1 unr, 1
“ n h (2.3)
Diferença Atrasada_»
Da mesma forma, utilizando a expansão em serie de Taylor para determinar u(xn — h), 
obtemos
// \ u(xn) u(xn h) h II//- \
u (Xn) «  ------------ h------------  +  2 u (^n-l ) .
h
(2.4)
onde u" (« „ - l) € (xn -1, xn) . Como o resto e igual 2 u" « * „ - i ) e a poténcia de h e igual 1
dizemos que o metodo e de ordem 1 [6]. Assim de forma simplificada, temos




A diferença centrada e obtida fazendo a expansão em serie de Taylor nos pontos u(xn — h) 
e u(xn +  h), assim a expressão
u(Xn +  h) -  u(Xn -  h) h2 ,,, f
121u'(Xn) « “ .^........... ............. ,V -  ^  [u,,,(e*„+1 +  u^xn-t )]. (2.6)2h
h 2
Como o resto e igual a —  [uw(^x„+1 +  ÍXn-1)] e a potencia de h e 2, dizemos que o metodo e de 
ordem 2 [6]. De forma simplificada, temos
/ un+1 un- 1
un -  2h •
A seguir, apresentamos aproximacães para derivada de segunda ordem u//(xn).
(2.7)
Diferença Pogressiva
Pela expansão em serie de Taylor temos:
h 2
u(xn +  h) «  u(xn) +  hu/(xn) +  u"(xn) +
Isolando a segunda derivada podemos escrever
"u(xn +  h) — u(xn) — hu/(xn)u" (xn) «  2
Assim, de forma simplificada temos:
h 2 (2.8)
Il J  un+1 un hun
un «  2 ( —  nh 2 (2.9)
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Diferença Atrasada_»
Pela expansão em série de Taylor temos:
h2
u(Xn -  h) «  u(Xn) — hu'(Xn) +  U" (Xn) +
Isolando a segunda derivada podemos escrever
' u(xn — h) — u(xn) +  hu'(xn)u" (xn) «  2
Assim, de forma simplificada temos:
u"(xn) «  2
h2





Do método da série de Taylor temos:
/n
/" un+1 un hu„
h 2 (2.12)
u"(xn) «  2 un- 1 un +  hunh2
Somando a equaçao (2.12) com a equação (2.13) obtemos:
II un+1 2un +  un- 1u h 2
(2.13)
(2.14)
Observe que a ordem do erro para o metodo de diferenças finitas progressivas e atrasadas de 
u" e 1, e para o metodo de diferença centrada de u" e 2 [6].
A seguir, apresentamos o metodo de diferencas finitas de primeira e segunda ordem para o 
tempo.
Metodo de Diferenças Finitas para o Tempo
Representamos a derivada de primeira ordem e segunda ordem no tempo, utilizando a 
diferença finita avancada e diferença finita centrada, respectivamente.
du(xi,tj ) uj+1 — uj
dt At




em que uj =  u(xj,t j), i representa o índice da variável x e j  o índice da variavel no tempo.
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2.1.1 Derivadas de Ordens Superiores
Para aproximações de ordens superiores podemos utilizar o procedimento anterior. Por 
conveniência, definimos a primeira diferença avançada ui+i—u  como A xu  e a primeira diferença 
atrasada ui — ui - i como V xui [9]. Em geral, a diferença de primeira ordem para frente e para 
trás podem ser expressas como:
A > i A ”-1x (Axui) e V ” ui V ” -1 (Vxui).
Varios operadores de diferença central podem ser definidos de forma semelhante. Alguns 
operadores típicos sao:
Çxui ui+i ui— 1 A xui +  V xui; (2.17)
Çxui =  ui+2 — ui— I . (2.18)
Usando os operadores, definimos as aproximacoes das derivadas de ordens superiores, avançadas 
e atrasadas, que podem ser expressas como:
d” u • A ” u •a i _  x i +  o (a x)
dxn (Ax)
dnui V xnui
+  O (A x) .dxn (A x)”
Assim, temos a seguinte aproximação para derivada segunda avancada:
d 2u 1
■[ui+2 — 2ui+i +  ui] +  O(Ax)dx2 (A x)2
Analogamente, temos a aproximacçaão para derivada segunda atrasada:
d2ui 1 r  ^ / a \
~õ~2 (A x)2 [ui 2ui—1 +  ui—2] +  O (A x)
A seguir, apresentamos os calculos para obtencao da terceira derivada atrasada:
d 3u  1
ôx3 (A x)3 V^ i
V xui +  O(Ax).
Calculando Vxui, temos
v xuí -- V x (ui ui—1) --  V x (V xui V xui—1)
V x (ui ui— 1 ui— 1 +  ui—2) V x(ui 2ui— 1 +  ui—2)
— ui — ui—1 — 2ui—1 +  2ui—2 +  ui—2 — ui—3











Seguindo o mesmo raciocínio, obtemos a aproximacao para terceira derivada adiantada:
A xui - A x (ui+1 ui) --  A x (A xui+1 A xui)
— Ax (ui+2 — ui+1 — ui+1 +  ui) — Ax (ui+2 — 2ui+1 +  ui)
=  ui+3 — ui+2 — 2ui+2 +  2ui+1 +  ui+1 +  ui





[Ui+3 -  3Ui+2 +  3Ui+1 -  Ui] . (2.25)
De forma análoga à anterior, temos a aproximção para a quarta derivada:
d 4u/' 1




A 3x ( Ui+1 Ui- A x (ui+1 2ui +  Ui - 1)
A x Ui+3 -  Ui+1 -  2 Ui+1 -  Ui- 1 +  Ui- 1 -  Ui-
Ui+2 -  Ui+1 -  (Ui+1 -  Ui) -  2 [(Ui+1 -  Ui) -  (Ui -  Ui-i)] +  Ui+1 -  Ui- 1 -  (Ui-1 -  Ui- 2)
Ui+2 -  4Ui+1 +  6Ui -  Ui-1 +  Ui-2.
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Portanto,
d 4 Ui 
dx4
1
(A x)4 [ui+2 -  4uí+1 +  6uí -  Ui-1 +  Ui-2] .
(2.27)
Esses metodos tem como objetivo discretizar equações diferenciais ordinarias e tambem par­
ciais. O metodo de diferencas finitas centradas e utilizado para discretizar a segunda derivada, 
a fim de resolver o problema a seguir.
2.2 Modelo Clássico para o Sistema Massa-Mola
No estudo de mecânica, as forças de amortecimento que atuam sobre um corpo sao con­
sideradas proporcionais a velocidade instantanea. Vamos supor que essa força e dada por
dx
um multiplo constante de —  [25]. Na existencia de forcas externas agindo sobre o sistema,
dt
Figura 2.1, segue da segunda lei de Newton que :
d2x ^dx
=  -k x  -  Fs + f  (t) (2.28)
em que x representa o deslocamento vertical da mola, ^ e positivo sendo chamado constante de 
amortecimento, agindo no sentido contrario ao movimento. A constante eMstica da mola k, esta 
agindo no sentido oposto ao deslocamento e f  (t) e uma força externa conhecida, dependente 
do tempo.




+  2Ad -
+  ui x F  (í) (2.29)
[3 k
em que 2À =  — indica o nível de amortecimento, w2 =  — e o quadrado da frequencia de 
m m
f(t)




Figura 2.1: Sistema massa-mola [25].
Resolução Numérica
A equaçao (2.29) tem soluçao analítica, porem com o intuito de aprender metodos numéricos, 
utilizamos o metodo das diferenças finitas centradas para obter uma solução aproximada para 
a equacao (2.29). Assim, obtemos:
xi+1 — 2xi +  xi-1 +  2À xi+1 xi-
1 h2 h2
Para













[x3(2 — h1 +  hÀ
+  x 2xi =  sen(ti) Vi =  1,...,n
) +  x0(hÀ — 1) +  h2sen(ti)]
) +  x\(hÀ — 1) +  h2sen(ti)]





1 +  hÀ
[xn (2 — h2 ix2) +  xn-1(hÀ — 1) +  h2sen(t
Para obter a solução da equacao (2.31) consideramos x0 =  x(0) =  1 e x'0 
Substituindo i =  0 na equaçao (2.30) obtemos:
xi -  2xo +  x - i  xi -  x - i  2
+  2A +  x  x0 =  sen(t0).
(2.31) 
x '(0) =  2.
h2 2h
x l — x lComo x'(0) ~  - — =  2, entao x - 1 =  x 1 — 4h, assim,
2h
e logo obtemos:
2x1 — 2x0 — 4h +  4Àh2 +  h2x 2x0 =  h2 sen(t0) 
x 1 =  1 [(2 — h2x 2)x0 +  4(h — Àh2) +  h2sen(t0)] .
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Figura 2.2: Aproximação numérica da equação (2.31).
Através da equação (2.29) modelamos o deslocamento vertical de um veículo para os valores 
de h =  0.001m, À =  5, m =  1180kg e k =  1.2917 x 106 Newtons por metro. Atraves do software 
Matlab encontramos a solu ço numerica da equaçao, Figura 2.2.
Na próxima secao apresentamos equacão (2.29) com k obtido atraves de um SBRF.
2.3 Modelo Fuzzy para o Sistema Massa-Mola
Consideramos a equacao (2.29) com a constante elastica da mola k =  k(c, q) obtida atraves 
de um SBRF, neste caso, consideramos que a mola seja de um veículo, em que c e a  classificacao 
da mola quanto aos quilometros rodados, e q e a quantidade de espiras [10].
As variaveis de entrada sao:
• Classificaçao da mola quanto aos quilometros rodados (c): domínio das funções de per- 
tinencia [0 , 80], os termos linguísticos sao nova, seminova e velha. Sendo que o nível zero 
de cada funçao de pertinencia correspondente aos termos linguísticos (nova, seminova, 
velha) sao [0, 29.5], [27.6, 59.4], [57.4, 80], respectivamente. As funcoes de pertinencia 
sao trapezoidais, como e mostrado na Figura 2.3; •
• Quantidade de espiras (q): domínio das funcoes de pertinencia [3 , 15], os termos linguísticos 
sao pequena, media e grande. Sendo que o nível zero de cada funçao de pertinencia corres­
pondente aos termos linguísticos (pequena, media, grande) sao [3, 6.2], [5.9, 11.6], [11.3, 
15], respectivamente. As funcães de pertinencia sao trapezoidais, como e mostrado na 
Figura 2.4.
A variavel linguística de saída e k:
• k constante elastica da mola: domínio das funcães de pertinencia [0.775 x 106 , 3.8750 x
106], medida em Newtons por metros (N/m). Os termos linguísticos sao muito pequena, 
pequena, media, media alta e grande. Sendo que o nível zero de cada funcão de per­
tinencia correspondente aos termos linguísticos (muito pequena, pequena, media, media 
alta, grande) são [5.7 x 105, 7.7 x 105], [7.4 x 105, 1.1 x 106], [1.06 x 106, 1.7 x 106], [1.6 x
106,2.9 x 106], [2.7 x 106, 3.8 x 106], respectivamente As funcoes de pertinencia são trape­
zoidais como e mostrado na Figura 2.5.
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Neste exemplo temos nove regras fuzzy. Apresentamos alguns exemplos:
• Se a mola e nova e a quantidade de espiras e pequena, entao k e grande;
• Se a mola e velha e a quantidade de espiras e grande, entao k e muito pequena;
• Se a mola e seminova e a quantidade de espiras e media, entao k e medio alto.
As funções de pertinencia das variaveis linguísticas e a base de regras foram elaboradas com 
a ajuda de um especialista na área1 *. O nível zero de cada funçao de pertinencia da variavel de 
saída k e calculado utilizando a expressõo
k
G x d4
8 x D3 x Na ’
na qual G descreve a propriedade do material da mola, d corresponde ao diametro das espiras, 
D e o diametro da mola e Na equivale a quantidade de espiras [19].
A fim de se obter uma divisao do nível zero das funcoes de pertinencia da variavel de saída 
k, calculamos os valores de k exatos com valores d = 1 7  x 10-3m e D =  17 x 10-2m para a 
mola específica de um veículo. Assim, realizamos uma manipulacao nos mesmos, levando em 
consideracõo a classificaçao dos termos linguísticos em nova, semi nova e velha, em cada caso.
As Figuras 2.3, 2.4 e 2.5 representam as funcoes de pertinencia das variíveis de entrada e 
de saída do SBRF, respectivamente.
O metodo de inferência fuzzy utilizado e o metodo de Mamdani e o metodo de defuzzificaçao 
e o centro de gravidade.
Figura 2.3: Funções de pert. da classi­
ficação da mola quanto aos quilometros ro- Figura 2.4: Funções de pert. da quanti-
dados. dade de espiras.
1 Comunicação pessoal do professor Dr.
presencial.
Leonardo Sanches, em 2 de agosto de 2016, em uma conversa
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Figura 2.5: Funções de pertinência da constante da mola.
Utilizamos o software Matlab e encontramos a aproximçao numerica da equaçao (2.31), 
para os valores de h =  0.001m, À =  5, m =  1180kg. Obtivemos os diferentes deslocamentos 
verticais da mola de um veículo, levando em consideraçao as diferentes categorias da mola. Na 
Figura 2.6 sao representados os diferentes deslocamentos da mola para os valores de k obtidos 
atraves do SBRF e k =  3.8750 x 106 N/m para quantidade de 3 espiras, Tabela 2.1. Na Figura 
2.7 sao representados o erro absoluto entre o modulo da diferenca dos k obtidos pelo SBRF e 
k =  3.8750 x 106 N/m [11]. Na Figura 2.8 são representados os diferentes deslocamentos da 
mola com os valores de k obtidos atraves do SBRF e k =  1.6607 x 106 N/m para 7 espiras, 
Tabela 2.2. Na Figura 2.9 sao representados o erro absoluto entre o módulo da diferenca dos k 
obtidos pelo SBRF e o k =  1.6607 x 106 N/m. Na Figura 2.10 são representados os diferentes 
deslocamentos da mola com os valores de k obtidos atraves do SBRF e k =  1.1825 x 106 N/m 
para 15 espiras, Tabela 2.3. Para uma mola com a quantidade maior de espiras, temos que a 
constante eMstica k sera pequena, sendo assim, para calcular o erro absoluto entre o módulo 
da diferença dos k obtidos pelo SBRF e o k determinístico, usamos o valor de k =  1.1825 x 106 
N/m que e um valor intermediario entre os valores para os k com uma quantidade maior de 
espiras. Na Figura 2.11 sao representados o erro absoluto entre o modulo da diferença dos k 
obtidos pelo SBRF e k =  1.1825 x 106 N/m.
Classificacao da mola em km rodados 20 50 80
valor de k em N /m 3.39 x 106N /m 2.28 x 106N /m 1.41 x 106 N /m
Tabela 2.1: Valores da constante elástica da mola k para 3 espiras.
Classificacao da mola em km rodados 20 50 80
valor de k em N /m 1.42 x 106N /m 9.39 x 105N /m 6.5 x 105N /m
Tabela 2.2: Valores da constante elastica da mola k para 7 espiras.
Classificacao da mola em km rodados 20 50 80
valor de k em N /m 1.23 x 105N /m 9.47 x 105N /m 6.58 x 105N /m
Tabela 2.3: Valores das contantes elasticas da mola para 15 espiras.
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Figura 2.6: Aproximação numérica da 
solução da equaçao (2.29).
Figura 2.8: Aproximaçao numérica da 
soluçao da equação (2.29).
Figura 2.10: Aproximaçao numérica da 
solução da equaçao (2.29).
Figura 2.7: Erro Absoluto entre os k do 
SBRF e k =  750 x 106 N/m.
Figura 2.9: Erro Absoluto entre os k do 
SBRF e k =  1.6607 x 106 N/m.
Figura 2.11: Erro Absoluto entre os k do 
SBRF e k =  1.1825 N/m.
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2.4 Algumas Considerações
O estudo dessa constante k depende de sua classificação quanto aos quilômetros rodados 
e da quantidade de espiras, podemos notar que a quantidade de espiras tem uma influencia 
relevante na obtencao dos k em cada caso. Nos grâficos das Figuras 2.6, 2.8 e 2.10 observamos 
que os quilômetros rodados influenciam no comportamento da mola, inclusive as Figuras 2.7, 
2.9 e 2.11 mostram que o erro absoluto quando calculamos k fixo em relacão a uma mola nova 
sao menores. Notamos tambem que a amplitude de oscilacao varia e a frequencia de oscilacao 
tambem varia.
Notamos atraves dos gráficos apresentados que a classificaçao de uma mola e um fator de 
relevancia no sistema, pois tem a funcao de absorver os impactos que o carro sofre, alem de ser 
responsável em manter a altura correta do veículo. E a constante k da mola que determina a 
relaçao entre a carga aplicada e a deformaçao da mola, influenciando nas condições de conforto 
e estabilidade do veículo [19].
No proximo capítulo, apresentamos o estudo de dois modelos de equaçoes diferenciais par­
ciais determinando o parâmetro da fronteira atraves de um SBRF.
Capítulo 3
Soluções Numéricas de Equações 
Diferenciais Parciais com SBRF
Vários fenômenos que ocorrem em (Ótica, Eletricidade, Ondulatória, Magnetismo, Mecânica, 
Fluídos, Biologia e outros, podem ser modelados atraves de uma equacão diferencial parcial 
(EDP). Uma EDO possui derivadas em funcão de apenas uma varióvel enquanto que uma EDP 
possui derivadas parciais em relacao a mais de uma variavel.
As equacães diferenciais descrevem fenômenos cujos comportamentos dependem das in- 
terpretacoes feitas para cada objeto, tais como, velocidade, forca, aceleracao, fluxo, corrente 
eletrica, taxa de variacao, temperatura, propagacão de ondas e outros [11].
Uma EDP de segunda ordem possui a seguinte forma geral:
auxx +  2buxy +  cUyy +  dux +  euy +  fu  =  g
onde a, b,c,d, f  e g são constantes ou funcoes conhecidas das variaveis x e y, as funcães a,b e 
c sao tais que:
a2 +  b2 +  c2 =  0.
Note que, u(x,y) representa a funcao procurada.
Se os coeficientes a,b e c forem constantes, convenciona-se uma classificaçao para equaçães 
diferenciais parciais lineares de segunda ordem. Dizemos que a equacao e
• Elíptica, se b2 — ac < 0;
• Parabólica, se b2 — ac =  0;
• Hiperbolica, se b2 — a c>  0.
A seguir, estudamos o problema de um cabo suspenso utilizando a equacao da onda, a qual 
e classificada como equacão hiperbolica.
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3.1 Vibração Transversal de uma Corda ou Cabo
Nessa seção estudamos as ondas, que sao quaisquer pertubações que se propagam no espaço 
ou em qualquer outro meio. As ondas sao classificadas em relaçao à natureza, direçõo e energia 
de propagaçao.
Quanto à direçõo de propagaçao, as ondas sao classificadas como:
• Unidimensionais: que se propagam em apenas uma direçao, como as ondas em cordas e 
molas esticadas;
• Bidimensionais: sõo aquelas que se propagam por uma superfície, como a agua em um 
lago quando se joga uma pedra;
• Tridimensionais: sao capazes de se propagar em todas as dimensões, como a luz e o som. 
A seguir apresentamos a deduçao da equaçao da onda apresentada em [18] e em [4].
3.1.1 Equação de Movimento
Considere uma corda ou cabo elastico firmemente esticado, de comprimento l, sujeito a uma 
força transversal f  (x,t) por unidade de comprimento. O deslocamento transversal da corda 
w(x, t), em que x e a posiçõo e t o tempo, e dado apenas na direçõo z, como mostra a Figura 3.1. 
Suponhamos tambem que a corda tenha densidade linear, massa por unidade de comprimento
uniforme, dado por ^ =  e que esteja esticada com uma tensõo constante P . A massa do
dx
pequeno segmento de corda de comprimento dx destacado na Figura 3.1 e
dm =  ijdx. (3.1)
Figura 3.1: Corda Vibratória [18].
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As componentes vertical e horizontal da força resultante atuando sobre esse segmento de 
corda são:
Fx =  Pcos(O +  dO) — Pcosd (3.2)
Fz =  Psen(d +  dO) — PsenO. (3.3)
Estamos supondo que a corda nao exerce movimento na direcao x, e esta se move apenas na 
direçao z . Isto implica que a forca resultante na direcão x e nula, ou seja Fx =  0. Substituindo 
essa informacão em (3.2) temos:
cos(O +  dO) =  cosO. (3.4)
A forca resultante na direcao z : Fz e obtida pela segunda lei de Newton, da seguinte forma:
dz2
Fz =  (^dx)ãz =  (pdx) — , (3.5)
em que expressamos a aceleracao em termos de uma derivada parcial az porque z e a função 
de duas variaveis, x e t. Substituindo (3.5) em (3.3) temos:
d2 z
Psen(0 +  dO) — PsenO =  (ß d x )^ r ,
dt2
ou




Vamos dividir a equacao (3.7) em ambos os lados por cosO. Note que pela equacao (3.4) temos 
que: cosO =  cos(O +  dO). Portanto, podemos dividir (3.7) por cosO ou por cos(O +  dO). Assim, 
temos:
sen(O +  dO) senO dx ^ d2z
cos(O +  dO) cosO cosO P dt2'
Esta equação implica que,




Lembrando que o coeficiente angular da reta tangente a uma dada função em um dado ponto 
do seu domínio e igual a derivada da funçao neste ponto, então podemos escrever a novamente 
a equacao (3.9), como:
d z , d z , dx ß d2z
dX■(x + dx' t) -  dX(xJ) cosePât2-
Dividindo a expressao (3.10) por dx temos do lado esquerdo, a expressao:
dz dz
dx(x  +  dx, t) -  dx(x, t)
(3.10)
dx
Aplicando em (3.11) limite para dx
(3.11)
dz
que e a derivada parcial
d2z
dx2
0, esta expressão torna-se a derivada parcial de ( —  J
Logo, a equação (3.10) pode ser escrita como:
d 2 z 
dx2(x,t)
1 ß d2z 
cosO P dt2
(x, t). (3.12)
Vamos supor que os deslocamentos da corda sãao pequenos, esta informaçcaão implica que os 
ângulos associados a esses deslocamentos são pequenos, isto e O «  0. Assim, cosO ~  1 e como
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estamos considerando o deslocamento w(x,t) 
seguinte forma:
2 d 2w(x, t) 
C dx2
no eixo z a equacao (3.12) pode ser escrita da 
d 2w
=  ^ 2  (x,t). (3.13)
em que,
c =  I P
(3.14)
A equacao (3.13) e conhecida como equaçao da onda unidimensional .
3.1.2 Condições Iniciais e de Contorno da Equação do Movimento
Vamos considerar o caso particular de vibracão livre, sendo assim, precisamos especificar 
duas condições de contorno e duas condições iniciais para determinar a solucão w(x,t). Se a 
corda tiver deflexão w0(x) e velocidade w0(x) conhecidas no tempo t =  0, as condicoes iniciais 
saão especificadas como:
w (x,t =  0) =  w0(x) e 
dw
—— (x, t =  0) =  w0(x), para x € [0,/].
Se a corda for fixa em uma extremidade, digamos, x =  0, o deslocamento w deve ser sempre 
zero e portanto, a condicão de contorno e
w(x =  0,t) =  0, t > 0. (3.15)
Se a extremidade x =  / for restrita elasticamente, como mostrada na Figura 3.2, a condicao 
de contorno torna-se
P (x) dwdx’ t) lx=i =  kw(x, t) \x=i t > 0, 
onde k e a constante elastica da mola.
(3.16)
Figura 3.2: Corda com restricao elastica [18].
Na próxima secao, apresentamos a discretizaçao da equacao (3.13).
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3.1.3 Discretização da Equação do Movimento
Para obter a solução numérica da equação (3.13) através do método de diferenças finitas, 
consideramos o intervalo de [0,/] e o dividimos em n — 1 partes iguais, da seguinte forma: 
[xí,Xí+i] para i = 1, ■ ■ ■ n — 1, sendo x\ =  0 e xn =  /.
Substituindo as derivadas que aparecem em (3.13) pelas aproximações (2.14) e (2.16) para 
segunda derivada em x e segunda derivada no tempo, obtemos:
wj +1 2wj +  wj 1 
At2
2c
wji+1 2wj +  wj_1 
A x2
Como nosso objetivo e encontar as incógnitas no próximo tempo, devemos isolar w;j+1 :i
wj +1 -  2wj +  wj 1
seja À
c2A t2
A x2 , entao:
c2A t2
A x2 wj+1 -  2wj +  wj_ 1
wj+1 =  Àwj+1 +  (2 -  2À)wj +  Àwj-1 -  wj 1 




to 1 to > A 0 0 0 ... 0 0 jw1 wj 1 _ Awj
j+1wj+ A 2 _ 2A A 0 0 ... 0 0 jwj j-1wj
j+1w3 0 A 2 _ 2A A 0 ... 0 0 jwj j-1wj





















A condicão de contorno (3.16) e valida apenas para o ponto i =  n, substituindo as derivadas 
que aparecem em (3.16) por diferencas finitas, temos:
P(x)





P  (x)wi_1 
P  (x) +  2kAx
(3.18)
Um dos interesses deste capítulo e apresentar um exemplo de um cabo suspenso ligado a 
uma mola em sua extremidade, a fim de observar sua posicao ao longo do tempo. Na próxima 
secao apresentamos a equacao da catenaria, que e a posicão inicial do cabo suspenso.
3.2 Posição de um Cabo Suspenso com Parâmetro Fuzzy
Consideremos um cabo suspenso que óe conectado a uma mola em uma de suas extremidades. 




(cosh(px) — 1) +  5.8 (3.19)
em que p é uma constante.
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No problema discutido nesta seção consideramos um cabo fixo em uma extremidade com 
altura igual a 5.8, ou seja f  (0) =  5.8, t > 0. Tambem, consideramos a outra extremidade 
conectada a uma mola em x =  7.5, em que f  (7.5) =  6.21 [22]. Sendo assim, modelamos a 
constante k da mola do cabo com a utilizacão de um SBRF. A expressao da catenaria nos da a 
posiçao inicial do cabo e a equacão (3.13) fornece o deslocamento do cabo em funcão do tempo. 
Para determinar a posicao do cabo ao longo do tempo com a influencia da mola, somamos o 
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Comprimento (m)
Figura 3.3: Cabo suspenso estudado.
Utilizamos um SBRF para determinar a constante elástica da mola. As variáveis de entrada 
do SBRF sao:
• Classificacão da mola medida em meses de uso (c): domínio das funçoes de pertinencia 
[0 , 80] e os termos linguísticos sao nova, seminova e velha.
• Quantidade de espiras (q): domínio das funcães de pertinencia [3 , 15] e os termos 
linguísticos sao pequena, media e grande.
As funcoes de pertinencias e a base de regras para as variaveis de entrada sao as mesmas 
apresentadas na secão 2.2 do capítulo 2.
A variavel de saída do SBRF e a constante k:
• Constante elastica da mola k: domínio das funcães de pertinencia [1 x 103 , 6 x 103], medida 
em Newtons por metro (N/m). Os termos linguísticos sao muito pequena, pequena, media, 
media alta e grande. Sendo que o nível zero de cada funcão de pertinencia correspondente 
aos termos linguísticos (muito pequena, pequena, media, media alta, grande) são [1 x 
103, 1.7 x 103], [1.6 x 103, 2.6 x 103], [2.4 x 103, 3.6 x 103], [3.4 x 103, 5.2 x 103], [5.05 x 103, 6 x 
103], respectivamente. As funcães de pertinencia sao trapezoidais como e mostrado na 
Figura 3.4.
O nível zero de cada funçao de pertinencia da variavel de saída k e determinado empirica­
mente com testes computacionais, para valores coerentes de k segundo o especialista da area, 
neste caso nao temos um valor de k exato. As funçoes de pertinencia são trapezoidais como e 
mostrado na Figura 3.4.
O metodo de inferência fuzzy utilizado e o metodo de Mamdani e o metodo de defuzzificacao 
e o centro de gravidade.
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Figura 3.4: Funções de pertinência da variável de salda k.
Utilizamos õ software Matlab para obtermos a soluçao numerica da equaçao (3.13). Os 
valores dos parâmetros da equaçao (3.13) e das condiçoes de fronteira (3.16) foram calculados 
de acordo com a aplicaçao analisada e com a ajuda do especialista na área, sendo assim temos 
P  =  1000, A í =  0.001s, Ax =  0.01m e c =  2. Como estamos analisando a equacao do 
movimento livre, então como c o n d o o  inicial na primeira iteracao no tempo colocamos um 
impulso no ponto n — 1, da seguinte forma: w^— =  5 x Aí, sendo nos demais pontos iguais a 
zero.
Os grâficos das figuras a seguir foram obtidos apos 2000 iteracoes no tempo, sendo assim, 
as figuras representam a posicao da áltima iteracão no tempo em cada caso. Na Figura 3.5 á 
representada a posiçao do cabo com os valores de k obtidos atraves do SBRF para quantidade 
de 3 espiras, Tabela 3.1. Na Figura 3.6 e representada a diferenca em modulo obtida entre cada 
solucao em cada instante í. Na Figura 3.7 e representada a posicão do cabo com os valores 
de k obtidos atraves do SBRF para quantidade de 7 espiras, Tabela 3.1. Na Figura 3.8 e 
representada a diferença entre soluçoes como no caso anterior. Na Figura 3.9 e representada a 
posicão do cabo com os valores de k obtidos atraves do SBRF para quantidade de 15 espiras, 
Tabela 3.1. Na Figura 3.10 e representada a diferenca entre as solucoes como no caso anterior.
Classificação da mola (meses de uso) 20 50 80
valor de k para 3 espiras 5.63 x 103 4.32 x 103 3.08 x 103
valor de valor de k para 7 espiras 4.33 x 103 3.13 x 103 2.15 x 103
valor de k para 15 espiras 3.03 x 103 2.16 x 103 1.27 x 103
Tabela 3.1: Valores das contantes k elásticas da mola.
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Figura 3.5: Solução numérica da equação
(3.13) para os k do SBRF.
Figura 3.6: Diferenças das soluções obti­
das.
Figura 3.7: Solução numérica da equação Figura 3.8: Diferença entre as soluções ob-
(3.13) para os k do SBRF. tidas.
Figura 3.9: Soluçao numerica da equaçao
(3.13) para os k do SBRF.
Figura 3.10: Diferenças entre as soluçoes 
obtidas.
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Como podemos observar, nos gráficos das Figuras 3.5, 3 .7 e3 .9 a  velocidade de propagação 
da onda na corda com uma mola considerada nova, e mais râpida. Podemos observar esse fato 
atraves da Figura 3.11, na qual representa a propagacao das ondas no cabo ao longo do tempo, 
para k =  1.27 x 103 N/m, equivalente a uma mola com 3 espiras e 80 meses de uso.
Figura 3.11: Propagação das ondas.
Para verificar a estabilidade do metodo utilizado, apresentamos na Figura 3.12 o grafico 
da posicão do cabo com 105 iteracoes no tempo para o valor de k =  4000. Notamos que as 
oscilacoes estão diminuindo, indicando que a resoluçao numerica foi realizada corretamente.
Figura 3.12: Estabilidade do método.
A seguir, apresentamos a equacão de movimento para vibracão de vigas.
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3.3 Vibrações Laterais de Vigas
Um dos elementos mais importantes na engenharia civil sao as vigas, elemento sujeito a car­
gas transversais. As vigas podem ser utilizadas em conjunto com pilares e lajes, para transferir 
os esforços verticais recebidos para o pilar [16].
3.3.1 Equaçao de Movimento
Considere o diagrama de corpo livre de um elemento de uma viga, que e mostrado na 
Figura 3.13, onde M (x ,t) e o momento fletor, V (x,t) e a forca de cisalhamento e f  (x, t) e a 
forca externa por unidade de comprimento da viga.
Figura 3.13: Uma viga em flexao [18].
Visto que a força de inércia que age sobre o elemento da viga e:
d2 w
p A ^ d x - ^  (x,t),
a equação de movimento da forca na direcao z e dada por:
d 2 w
— (V +  dV) +  f  (x, t)dx +  V =  pA(x)dx — (x, t ), (3.20)
dt2
em que p e a densidade da massa e A(x) e a area da secao transversal da viga. A equacao de 
movimento do equilíbrio do momento em relacão ao eixo y que passa pelo ponto O apresentado 
na Figura 3.13 e dada por:
dx




Escrevendo dV =  dx e dM =  dx e desconsiderando os termos que envolvem potencias 
dx dx
ao quadrado de dx, as equacoes (3.20) e (3.21) podem ser escritas como:
dV d2 w




(x, t) — V (x, t) =  0. (3.23)
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da equaçao (3.23), a equação
d 2M  d 2 w
■~ÕX2(x,t) +  f (x ,t )  =  PA ( x ) ( x , t ) (3.24)
Rão Singiresu (2008) afirma que a relaçao entre o momento fletor e a deflexao de vigas pode 
ser expressa como:
d2w
M  (x,t) =  E I (x)^—2 (x,t), 
dx2
(3.25)
em que E e o modulo de Young e I(x) e o  momento de inercia da area da secçao transversal 
da viga em relacao ao eixo y. Inserindo a equacao (3.25) na (3.24), obtemos a equacao de 
movimento para a vibracao lateral forcada de uma viga nao uniforme:
dx2
d 2w
E I (x) (x»t)
d 2w
+  PA (x)d 2 (x,t) =  f  (x ,t )
Para uma viga material de seçao uniforme, a equacao (3.26) reduz-se a:
d4w d 2 w
e i ~õxa (x,t) +  pA ~õi2(x,t) =  f  (x ,t )
Para vibracao livre, f  (x,t) =  0 e, portanto, a equacao de movimento torna-se:
,54w d 2w











Devido ao fato da equacao de movimento envolver uma derivada de segunda ordem em 
relaçao ao tempo e uma derivada de quarta ordem em relacão a x, sao necessarias duas condiçães 
inicias e quatro condições de contorno para determinar uma solucao unica para w(x,t). Os 
valores de deslocamento lateral e velocidade são especificados como w0(x) e w^(x) em t =  0, de 
modo que as condicoes iniciais sao:
w(x, t =  0) =  u0(x) e
C\
-d t (x,t = 0) =  u0(x)-
3.3.3 Condições de Contorno
Consideramos a condiçao de contorno para uma viga ligada a molas, amortecedores e massas 
nas suas extremidades. Para esse caso, temos as seguintes condiçcãoes:
• Extremidade ligada à mola, amortecedor e massa: Quando a extremidade de uma viga
dw dw
sofre deslocamento transversal w e uma inclinacão -j— com velocidade e aceleraçao
d x d t
d2w , dw
— —, as forças elastica da mola, do amortecedor e de inercia sao proporcionas a w, 
dt2 dt
d 2w
e ~q^ 2 , respectivamente. Essas forças sao equilibradas pela forca de cisalhamento na 
extremidade da viga. Assim,
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dx dx2





~ W  ,
(3.30)
em que a =  —1 para a extremidade a esquerda e a =  +1 para a extremidade a direita da viga, 
m e a  massa das extremidades e k e a constante da mola. Devido aos esforços anteriormente 
mencionados nao solicitar momentos fletores nas extremidades da viga, pode se afirmar que:
F j d 2w 
dx2
0. (3.31)
A Figura 3.14 representa uma viga ligada a molas, amortecedores e massas nas extremidades. 
Neste estudo consideramos m =  mi =  m2, c =  ci =  c2 e k =  k\ =  k2.
j c =  0 x= l
Figura 3.14: Viga ligada a molas, amortecedores e massas [18].
Na próxima secao, apresentamos a discretizacao da equacao (3.28).
3.3.4 Discretizacao da Equação do Movimento
Para obter a soluçao numerica da equacao (3.28) atraves do metodo de diferencas finitas, 
consideramos o intervalo de [0,/] e o dividimos em n — 1 partes iguais, da seguinte forma: 
[xj,xi+1] para i = 1, ■ ■ ■ n — 1, sendo x 1 =  0 e xn =  /.
A discretizaçao realizada na equação (3.28) e valida apenas para os pontos i =  3a  i =  n — 2, 
ou seja, para os pontos internos da malha. Sendo assim, a discretizacao para os demais pontos 
serão realizadas utilizando outros procedimentos.
Como o foco do trabalho e resolver a equacao (3.28) numericamente, entao substituímos as 
derivadas que aparecem em (3.28) pelas aproximações (2.27) e (2.16), temos:
wj+1 -  2wj +  wj -1 =  _  2 ( wj+2 +  wj- 2 +  6wj — 4wi 
A t2 c A x4
Como o nosso objetivo e encontrar as incognitas no próximo passo no tempo, então devemos 
isolar wj+1:
+1 — 4wj- 1
w,j+1 — 2wj +  wj 1
—c2A t2





wj+ =  Àwj+2 +  Àwj-2 +  (6À +  2)wj — 4Àwj+1 — 4Àwj-1 — wj- (3.32)
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OBS: O método explícito e instável para determinados valores de À. Para garantir a sua 
estabilidade e resultados aceitaveis deve-se usar À < 1 [11].
Assim, obtemos o seguinte sistema matricial:
W n+1 =  AW n -  W
A —4A 6A +  2 —4A
0 A —4A 6A +  2
em que A =
0 0 A —4A
A 0 0 0 . .. 0
—4A A 0 0 . .. 0
6A +  2 —4A A 0 . .. 0
0 0 0 0
0 0 0 0
A -4A 6A +  2
0 A —4A
W n+1 =
r j+1 1 
wj 
j+1 wj+ 
j+1w5 W n =
w3
w4j





L wj- 3 \
j
wn- 3  
. wj-2 .
j -  1 wj-4 j -wnj--  3
-4A 
6A +  2
A
4A
Para os pontos da fronteira i =  1 e i =  n utilizamos a condiçao de contorno (3.30). Substi­
tuindo as derivadas que aparecem em (3.30) pelas aproximacoes (2.25), (2.15) e (2.16), obtemos 
para i =  1:
3wj+1 -  wj -  3wj+2 +  wji+2 ~ i+3
A x3
. j . wj+ -  wjakwi +  ac \ ------ ?-----
i ' At +  am




Como nosso interesse e encontar o valor das incógnitas no próximo passo no tempo, devemos 
isolar wJ+1, da seguinte forma:
A x3
3wJ+1-w J -3 u i+2+wJ+3 =  A t2EI \akwí A t2 +  acwJ+1At — acwJ At +  amwJ+1 — 2amwj +  amwj 1]
tomando a
A x3
A t2EI e fazendo algumas manipulações, obtemos:
aacw,j +1A t+ aamwJ+1 =  3wJ+1—wJ — 3wj+2+wJ+3 — aakwJ A t2+aacwJ At+2aamwJ — aamwJ 1.
Colocando os termos que dependem do tempo wj+1 em evidencia e agrupando os termos 
que dependem do tempo wj e do tempo wj-1 , podemos escrever:
wJ+1 (aacAt +  aam) =  wJ {—aakAt2 +  aacAt +  2aam — 1) +3wj+1 — 3wj+2 +  wj+3 — aamw\j-1
Assim:
j+1 wJ (—aakAt2 +  aacAt +  2aam — 1) +  3wj+1 — 3wj+2 +  wj+3 — aamw: *•j-1
1 aacAt +  aam
A expressão (3.33) e uma aproximacao valida apenas para o primeiro ponto. Portanto:




wj (—aakAt2 +  aacAt +  2aam — 1) +  3wj
aacAi +  aam
3wj +  wj — aamw{ 1
(3.34)
Para obter a aproximação para o último ponto será realizado o mesmo procedimento, utili­
zando as aproximações (2.23), (2.15) e (2.16), logo:
3wj_ 2 +  wj — 3wj_ 1 +  wji -1 ' wi- 3
A x3
akwi +  ac
wj+1 — wj
At +  am






A t2EI e fazendo novamente algumas manipulações, temos:
aacw;j +1At+aam wj+1 =  3wj_ 2+w j — 3wj_ 1—wj_ 3 — aakwj A t2+aacwj At+2aamwj — aamwj 1.
Como nosso foco e encontrar o valor das incógnitas no próximo passo no tempo, devemos isolar
wj +1.
,j+1wi ' * (aacAt +  aam) =  wj {—aakAt2 +  aacAt +  2aam +  1) +3wj_2 — 3wj_ 1 — wj_3 — aamwij  _ 1
Assim,
wj+1_ wi
j (—aakAt2 +  aacAt +  2aam +  1) +  3wj_2 — 3wj_ 1 — wj_3 — aamwj 1
aacAt +  aam
A expressao (3.35) e uma aproximacõo valida apenas para o ponto i =  n. Assim: 
• Para i =  n, temos a seguinte aproximacõo:
(3.35)
wj +1
wn (—aakAt2 +  aacAt +  2aam +  1) +  3w^_2 — 3w^_ 1 — w^_3 — aamw3n 1
. . (3.36)
aacAt +  aam
As aproximacçõoes para o ponto i =  2 e i =  n — 1 foram obtidas utilizando a condiçcaõo de 
contorno (3.31) combinada com a discretizaçõo para os pontos i = 1 , i =  3, i =  n e i =  n — 2, 
respectivamente.
Substituindo a derivada por aproximacoes (2.21) em (3.31), temos:
wj+2 — 2wi+1 +  w:i+1 '
A x2 0
Isolando wj+2 e tomando i = 1 , temos:
j  =  2 j  + 2  wj+1' (3*37)
Da equaçao (3.32) sabemos que:
wj+1 =  \w{ +  Àwj +  (6À +  2)w3 — 4Àwj — 4Àwj — w3 _1. (3.38)
Assim, tomando q =  —aakAt2 +  aacAt +  2aam — 1 e y =  aacAt +  aam na equaçõo (3.34) 
e substituindo (3.38) e (3.34) em (3.37) temos: •
• Para i =  2 a seguinte aproximacçõao:
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j+1wj q , À
3 - 3  (6À +  2)
2y + 2  W  +  2y 2À W  + 2y +  2
À j aam 1 
+ 2  w - —  W1 —
wj + I 2y -  2À I wj
j-1
(3.39)
De forma similar, substituindo a derivada pela aproximação (2.22) em (3.31) temos:
-  2wj_i +  wj_2
A x2
Isolando WÍ+i e substituindo i =  n, temos:
0
j+1 1 j+i 1 j+i
Wl —1 =  2 wn+ +  2 Wn -2.
Da equação (3.32), sabemos que:
Wj+1 n—2 à w + Àwn—4 + (6à + 2)wn—2 -  4Àwn—1 -  4Àwn—3 -  wn—2.
(3.40)
(3.41)
Assim, tomando s =  -a a k A t2 +  aacAt +  2aam +  1 e y =  aacAt +  aam na equaçao (3.36), 
e substituindo (3.41) e (3.36) em (3.40), temos:
• Para i =  n — 1a  seguinte aproximaçao:
W +1 =  ( 2y +  2  ) wn +  ( ^  -  2À ) wn—1 +  ( ) Wl —2 +  ( -  2À ) Wl —3
3
2y
3 , (6À +  2)
2ÿ ' 2
À j aam , 1 wl 1 — 2 
+  WL 4 -  w l 1 -  n2 2y 2
(3.42)
Apresentamos a seguir, a solução numerica determinística da equaçao (3.28), utilizando a 
discretização realizada.
3.4 Modelo Determinístico para Vibrações de Vigas
Consideramos o modelo de viga neste caso como sendo o chassi de um carro, como e mostrado 
na Figura 3.15.
Figura 3.15: Modelo de viga [3].
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O chassi é a estrutura que sustenta a máquina e é composto, geralmente, de duas vigas 
de ação que ficam ao longo de todo o veículo. Tais vigas sao chamadas longarinas e sao 
unidas por vigas transversais, chamadas travessas, que se apoiam sobre os eixos dianteiros e 
traseiros das rodas [3]. Utilizamos o software Matlab para obtermos a soluçao numerica da 
equação (3.28) atraves das discretizacoes da secão anterior. Os valores dos parâmetros sao 
c =  3.14, k =  1.6607 x 106 N/m determinísticos para quantidade de sete espiras, At = 1  x 10 6, 
Ax =  0.01m, E I  =  2800N/m2 e m =  m\ =  m2 =  590kg. Tais valores foram calculados 
de acordo com a aplicacao analisada e com a ajuda do especialista na area. Como estamos 
analisando o movimento livre, colocamos como condição inicial na primeira iteracao um impulso




A Figura 3.16 representa o deslocamento da viga apos 200 iteracões no tempo, a Figura 
3.17 representa a propagação das ondas na viga ao longo do tempo, para k =  1.2917 x 106 N/m 
determinístico para a quantidade 9 espiras.k =  1.2917 x 106 N/m.
Figura 3.16: Solução numerica da equação (3.28) para k =  1.6607 x 106 N/m.
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Figura 3.17: Propagação das ondas na viga.
Para verificar a estabilidade do método utilizado para a discretizaçao do problema, apre­
sentamos o deslocamento da viga com 105 iterações no tempo para o último ponto (x =  n), 
Figura 3.18. Observe que as oscilacoes nao divergem no tempo.
Figura 3.18: Estabilidade do metodo.
Apresentamos na proxima secao, um modelo fuzzy para a vibracoes de vigas.
3.4.1 Modelo Fuzzy para Vibrações de Vigas
Atraves da conduto de contorno (3.31), modelamos a constante elastica k da mola de um 
veículo, considerando tambem o modelo de viga como sendo o chassi de um carro.
As variaveis de entrada do SBRF sao:
• Classificacao da mola medida em quilômetros rodados, (c): domínio das funcoes de per- 
tinencia [0 , 80], os termos linguísticos são nova, seminova e velha.
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• Quantidade de espiras (q): domínio das funções de pertinência [3,15], os termos linguísticos 
sao pequena, media e grande.
A variavel de saída do SBRF e a constante k:
• Constante eiastica da mola k : domínio das funcões de pertinencia [0.775 x 106 , 3.8750 x 
106], medida em Newtons por metros. Os termos linguísticos sõo muito pequena, pequena, 
media, media alta e grande.
As funcoes de pertinencias e a base de regras para as variaveis de entrada e de saída sao as 
mesmas apresentadas na secõo 2.2 do capítulo 2.
Utilizamos o software Matlab para obtermos a soluçao numerica da equaçao (3.28), os 
valores dos parâmetros sao os mesmos apresentados na seçao 3.4.
Os valores determinísticos dos k e valores dos k obtidos atraves do SBRF sao os mesmos da 
tabela do capítulo 2. Na Figura 3.19 sao representados os deslocamentos da viga com os valores 
de k obtidos atraves do SBRF e k =  3.8750 x 106 N/m para quantidade de 3 espiras, Tabela 
2.1. Na Figura 3.20 sõo representados o erro absoluto entre os valores de k obtidos pelo SBRF 
e o k =  3.8750 x 106 N/m. Na Figura 3.21 sao representados os deslocamentos da viga com os 
valores de k obtidos atraves do SBRF e k =  1.6607 x 106 N/m para 7 espiras, Tabela 2.2. Na 
Figura 3.22 sõo representados o erro absoluto entre os k obtidos pelo SBRF e k =  1.6607 x 106 
N/m. Na Figura 3.23 sao representados os diferentes deslocamentos da viga com os valores de 
k obtidos atraves do SBRF, e k =  1.1825 x 106 N/m para a quantidade de 15 espiras, Tabela 
2.3. Na Figura 3.24 sao representados o erro absoluto entre os k obtidos atraves do SBRF e o 
k =  1.1825 x 106 N/m.
Figura 3.19: Solucõo numerica da equaçao
(3.28) para os k do SBRF.
Figura 3.20: Erro Absoluto entre os k do 
SBRF e k =  3.8750 x 106 N/m.
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Figura 3.21: Solução numérica da equação
(3.28) para os k do SBRF.
Figura 3.22: Erro Absoluto entre os k do 
SBRF e k =  1.6607 x 106 N/m.
Figura 3.23: Soluçao numerica da equaçao
(3.28) para os k do SBRF.
Figura 3.24: Erro Absoluto entre os k do 
SBRF e k =  1.1825 x 106 N/m.
Observamos os diferentes deslocamentos da viga, com a influencia da classificacao da mola 
agindo no sistema, visto que estamos considerando 2 x 106 iteracoes em cada caso.
3.5 Algumas Considerações
Neste capítulo apresentamos duas aplicacoes de problemas pmticos, sendo a primeira de um 
cabo suspenso utilizado em redes eletricas, e o segundo de uma viga simulando o chassi de um 
veículo. Modelamos a constante k de uma mola para os dois casos, levando em consideracao 
em ambos os casos a classificacao da mola atraves de um SBRF.
No problema do cabo suspenso percebemos que o erro absoluto entre o grafico com uma 
mola nova e o grafico com uma mola velha e maior. Notamos tambem que a rigidez da mola 
altera a velocidade de propagacão da onda na corda. Para a mola nova (rigidez maior) a onda 
foi refletida na extremidade esquerda do cabo, e esta se deslocando para a extremidade direita. 
Ao analisar o comportamento da onda para mola velha, observa-se que a mesma ainda nao 
atingiu a extremidade esquerda do cabo.
No caso da viga simulando o chassi de um veículo, comparamos o deslocamento da viga 
para k determinístico e para os k do SBRF. Notamos que para o maior valor de k, com uma 
mola nova de 3 espiras, Figura 3.19 o deslocamento da viga apresenta frequencias diferentes em 
relacao ao deslocamento com uma mola seminova ou velha, Figuras 3.21 e 3.23. Observamos que
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a quantidade de espiras influencia fortemente no deslocamento da viga e no seu comportamento. 
Notamos tambem que em todos os casos, quando temos uma mola velha, devido ao fato da 
perda de sua rigidez, a viga apresenta uma dificuldade maior em completar seu deslocamento, 
influenciando diretamente no deslocamento do veículo.
A fórmula analítica que nos da o valor exato da constante etástica de uma mola não leva em 
consideraçao o tempo de uso da mesma. Utilizar a teoria de conjuntos fuzzy nessa aplicacao 
e uma vantagem, pois a classificacao de uma mola e uma questao nem sempre levada em 
consideraçcãao.
No próximo capítulo estudamos o metodo dos elementos finitos unidimensional e bidimensi­
onal, a fim de trabalhar com problemas dinamicos regidos pela equacão da onda em estruturas 
planas que envolvem malhas irregulares.
Capítulo 4
Metodo dos Elementos Finitos 
Unidimensional e Bidimensional
O M étod o  de Elem entos F initos (M E F ) e conhecido p or ser aplicável em  dom ínios mais ela­
borados, ou  seja, dom ínios irregulares. A  ideia do  M E F e discretizar o  dom ínio, representando-o, 
ainda que de form a aproxim ada, p or um a regiao com  um  núm ero finito de elem entos, e resolver, 
no lugar do problem a original, o  problem a que lhe e associado, que cham am os de form ulacao 
fraca. Este capítu lo e baseado em  Johnson (2012) e em  Borges (2016).
4.1 Formulação Fraca do Problema Unidimensional
Considere o  problem a de Dirichelet hom ogeneo unidim ensional:
J - u" =  f ( x ) , x  G (0 ,1 )  ( 4 1 )
\ u ( 0 )  =  u (1 ) =  0 ( )
d2u
no qual u ” =  e f  e um a funcao contínua qualquer. A o  inves de resolver (4 .1), o  M E F 
dx2
propõe a solucao de um  problem a equivalente, cham ado de form ulacao fraca do original. Assim , 
encontrarem os a solucao u da equacao (4 .1) que denotam os p or (S ) que e tam bem  a solucõo 
do problem a de m inim izacao ( M ) e do problem a variacional ( P V ), relacionados a form ulacao 
fraca que sera definida a seguir.
Enunciarem os algum as definições e afirm acoes da teoria  geral.
Definiçao 4.1. Se V  é um espaço vetorial, então dizemos que L : V  ^  R  e uma forma 
linear em V , se verificar:
L ([ v  +  9w) =  [ L ( v )  +  6L(w) para todo [3,9 G R , v,w  G V.
A  form a bilinear sera denotada com o a( ■ , ■ ). A inda  mais, dizem os que um a funcao 
a : V  x V  ^  R  e um a forma bilinear , definida em  V  se verificar:
a(u ,[v  +  9w) =  [ a ( u , v )  +  9a(u,w ), para to d o  [ , 9  G R , v ,w  G V
e
a([u  +  9 v ,w )  =  [ a ( u , w )  +  9a(v ,w ), para to d o  [ , 9  G R , v ,w  G V. 
A  form a bilinear a( ■ , ■ ) definida em  V  e d ita  simétrica se:
a ( v , w )  =  a ( w , v ) ,  para tod o  v ,w  G V.
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A forma bilinear a( ■ , ■ ) definida em V  diz-se ser definida positiva sobre V  se verificar que
a(v,v) > 0, para todo v E V, v =  0.
Quando em um espaco vetorial se define uma forma bilinear simetrica e definida positiva, 
entao o espaço e dito espaço vetorial normado, com a norma | ■ ||a induzida por a:
|v||a =  (a(v,v))2, para todo v E V.
Denotamos a forma bilinear, simétrica e definida positiva como ( ■ , ■), chamado de produto 
interno definido em V , com a correspondente norma induzida | ■ ||. O espaco vetorial e tambem 
um espaco normado com norma induzida.
Observação 4.1. temos que:
(v,w) =  v(x)w(x) dx
J 0
é um produto interno no espaço vetorial F, das funções contínuas e limitadas em [0,1].
Definição 4.2. Definimos o subespaço vetorial de F :
V  =  {v  : v E C [0,1], v' (derivada de v) e uma funcao contínua por partes e limitada em [0,1], v(0) =  v 
Definição 4.3. Definimos o funcional F  : V ^  R dado por:
1 ( 1
F (v) =  2 (v ', v ') -  J f v dx.
Consideramos os seguintes problemas:
• Problema de Minimizacao (M ): encontrar u E V  tal que F (u) < F (v) para todo v E V ;
• Problema Variacional (PV ): encontrar u E V  tal que (u', v') =  f0 fv  dx para todo v E V .




f  j^  í
— ——r vdx =  f  (x)v(x)dx.
j o dx2 jo
Resolvendo o primeiro membro da igualdade (4.2), usando integracao por partes, temos que:
-1 f 1 —2u





=  — ( v (1) d- u F  — v(0) du(0)
dx
f 1 du dv
l0 ~dx~dx^ X'
dx
1 du dv 
\ — — dx 
0 dx dx





1 du dv — — dx 
dx dx
f  (x)v(x)dx, Vv E V. (4.3)






Teorema 4.1. (S) ^  (P V ) ^  (M ), isto é, a solução da equaçao diferencial e equivalente à 
solução da formulação variacional e sao equivalentes a soluçao do problema de minimização.
Demonstração. (S) ^  (P V ).
Seja u solução de (D), ou seja: —u/ =  f .




Utilizando a técnica de integração por partes, obtemos:




(u',v')v fv  dx, para todo v G V.
(P V ) ^  (S). De fato, se u G V e soluçao do (P V ) entao
i
0
(u/,v /) =  fv  dx, para todo v E V.
J 0
Supondo que:
u E C2(I ) =  { funções duas vezes continuamente diferenciaveis}, 
de (4.4), obtemos:
0 =  í  u/v/ — í  fv  =  u/v|0 — í  u//v — í  fv,
0 0 0 0
de onde f0(u// +  f  )v =  0, para todo v E V , concluindo que u// +  f  =  0 ^  —u// =  f .
(PV ) ^  (M).
Seja u E V solucao de (PV). Assim, (u/,v /) =  fv  dx, para todo v E V.
Seja v E V qualquer e w =  v — u, ou seja w E V  e v =  u +  w. Entao:
(4.4)
(4.5)
F  (v) =  F (u +  w) 
1
-||(u +  w)'||2 — f  (u +  w) dx
2 J 0
-(u ' +  w', u' +  w') — I fu  dx — J fw  dx 
2 Jo Jo
1 f 1 f 1 1
-||u'||2 — fu d x  + (u ',w ')  — fw  dx ||w‘ 2
2
1
F  (u) +  C |w'|2 ^ F  (u), Vv. (4.6)





(M ) ^  (PV).
Seja u G V solução de (M ), assim:
F  (u) ^ F  (v), para todo v G V. (4.7)
Seja g : R ^  R tal que:
g(e) =  F  (u +  ev)
1 f 1=  x lK  +  ev'||2 — f(u  +  ev) dx
2 ./o
1 e2 f 1 f 1
=  õHu l^ +  e(u/,v /) ^ — |v7|2 — e fv d x  — fu  dx.
2 2 Jo Jo
(4.8)
Por (4.7) e (4.8), segue que g(0) =  F (u) ^ g(e), Ve. Portanto g possui mínimo em e =  0. 
Assim:
g '(0) =  lim g(e) g(0) =  lim(u/,v /) +  e  Hv^ 2 — í  fv d x£^0 e 2 l0
(u/,v /) — / fvd x . (4.9)
Segue que g'(0) =  0 =  (u/,v/) — fv  dx para todo v em V , isto e, (u/,v/) =  fv  dx, para 
todo v G V . Portanto, u e solução de (P V ).
Note que se F  : V — > R com dim(V) =  w , definimos a Derivada de Gateaux de F  como 
sendo:
. F (u +  ev) — F (u) dF . .
lim --------------------------=  — (u).e^o e dv
dF
Assim, se existir u G V , F  (u) ^ F  (v), para todo v G V , e -7— (u), para todo v, entao
dv
f  (u) =  0. □
1
o
4.1.1 Método de Galerkin para o Caso Unidimensional
Definição 4.4. Considere o espaço vetorial Vh de dimensão finita, subespaço de V , definido 
da seguinte forma:
Seja 0 =  x0 < xi < ■ ■ ■ < xM < xM+i =  1 uma partição do intervalo (0,1), Ij =  (xj - i ,x j )
e hj =  xj — xj - i  e h =  max hj, entao :
Vh =  {v|v e contínua em [0, 1] e v(0) =  v (1) =  0, v|q e linear para todo j } .  (4.10)
Suponha que u seja soluçao de (PV) em V . Então temos que (u/,v /) =  fv  dx, para todo 
v G V . Assim, dado vh G Vh temos que:
fv h dx.
Observação 4.2. Quando usamos o espaço vetorial Vh definido em (4.10), o problema varia- 
cional (P V )h e conhecido como Método de Galerkin. Da mesma maneira (M )h, problema de 
minimização em Vh e conhecido como Metodo de Ritz.
Pelos mesmos argumentos, temos (PV )h ^  (M )h, o que identifica o Metodo de Ritz- 
Galerkin.
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Ao discretizarmos o espaço V , o aproximamos pelo espaço Vh. Se v e Vh temos que, v e 
uma funçao linear em cada intervalo da partiçao Ph, assim as funções p, definidas por:
Pj (x)
X -  Xj- i
; se x G lx?_ i ,XjI 
hj
xj+i x
; se x G [Xj ,Xj+i J
hj+i
0; caso contrário,
formam uma base para Vh.
A Figura 4.1 ilustra as funções p de uma partiçao Ph.
(4.11)
Figura 4.1: Particáo Ph.
Observação 4.3. O conjunto {p j } A=i e uma base de Vh. Dado v e Vh tem-se que existe uma 
única representação do vetor v da forma:
M
v (x) =  £  Vi Pi (x), v  x G [0,1],
i=1
onde Vi =  v(xi). Assim, dim(Vh) =  M . Ao escolher um v qualquer de Vh, isto corresponde a 
escolher v =  pj com j  =  1, 2, ...M e vale:








E  &iPi(x), P j(x)) =  f Pj dx , V j .
i=1 0
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Portanto obtemos o seguinte sistema linear de equações:
í  (p /1, p/1) (p2, p1) ••• (p M, p 1) \ (  C1 \ J01 f p 1 dx
(p1, p2) (p /2, p/2) ••• (pM,p2) C2 = / 01 f p2 dx
V (p/1, p/M) (p 2, p M) ••• (p M, pM) ) V Cm ) V J01 f pM dx /
Definindo aij =  (p j ,pi) =  (p i,p j) =  a^, obtemos a matriz quadrada M x M , A =  (aij ),
chamada de rigidez. O vetor bj =  f 0 fp j dx e chamado de vetor de carga. Pela definição de 
produto interno, obtemos a matriz de rigidez da seguinte maneira:
f 1 dPl dpi dx f 1 dpi dpi dxJ 0 dx dxu  ^ J 0 dx dxudj ‘ ‘
A
f 1 dpi dP2 dx f 1 dp2 dp2 dxJ0 dx dx J0 dx dx
f 1 dVM dpi dx
J 0 dx dx f 1 d<pM dp2 dx J0 dx dx
f 1 dpi dpM dx f 1 dpi dpM dx f 1 dpM dpM dxJ 0 dx dx J 0 dx dx . . . J 0 dx dx
O sistema linear resultante e:
AÇ =  b.
Proposição 4.1. A matriz A possui as seguintes propriedades:
P1) e simétrica;
P2) e tridiagonal;
P3) e positiva definida, isto é, wtAw > 0, Vw não nulo em RM. 
Demonstração. P1) e consequencia da comutatividade do produto das funcões:
(4.12)
ij
n1 dpj dpi f 1 dpi dpj
-dx =  aji.dx
J0 dx dx J0 dx dx
P2) Calculando os elementos aij mostramos que a matriz A e tridiagonal. Assim, utilizamos 
as derivadas das funcoes pj definidas em (4.11).
Pj(x)
1— ; se x G [xj - 1,xjJ
lli
1
; se x G [xj ,x j+1]
Assim se i =  j  temos:
hi+1
0; caso contrario.
f 1 dpi dpi dx 
J0 dx dx
r xi dpi dpi dx i f xi+i dpi dpi dx 
Jxi—i dx: dx: ' Jxí dx: dx:
rxi 1 1  dx +  pi+i -1xi—i hi hi ' Jxi hi+i hi+i
ji (xi -  x i -1) +  J -  (xi+1 -  xi)i+i
-  +  hi hi+i
aii
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Se i =  j , que acontece quando j  =  i — 1 ou j  =  i +  1, temos:
ai,i-1 — ai-1,i
=  f 1 dpi—1 dpi
=  J 0 Ki-  Pi dx )  dx dx dx
xi-1 dpi—1L dpi
Jxi — 2 dx dx














Finalmente, se i =  j  por mais de uma unidade, temos que ai,j =  0. Concluímos assim que 
apenas os termos das formas, ai,i , ai)i+1 e ai,i-1 sao não nulos. Logo, a matriz de rigidez A e 
tridiagonal.
P3) Dado w E Vh, temos que:
w Aw =  E f= i j  Wj (/o 1 dg dx) wi
dpiL1 [(E f= 1  Wjdpp^^ Ei=1 Widpxi 
Io1 ( E ^  W l ? )  dx > 0.
dx
A última desigualdade só será uma igualdade para o caso onde o vetor w seja nulo. Como w e 
um vetor qualquer, isso ocorreria somente se tivessemos
=  0, para todo i e em todo [0,1].
Como por hipotese, pi e contínua e cumpre a condição de fronteira de Dirichlet, implica que 
as funções da base são identicamente nulas, o que e um absurdo. Logo, wtAw e estritamente 
positivo. O que demonstra a proposiçao. □
Observação 4.4. Como consequência do fato de A ser positiva definida, temos que o sistema 
(4.12) sempre admite uma única solucão. Além disso, note que os coeficientes f j , juntamente 
com as funções da base, determinam a aproximação uh de u.
iObservação 4.5. Se hi =  h M+1 ’





















— —-  =  cos(x) em [0,1] dx2






Para resolver a equação (4.13) utilizamos o MEF e o MDF comparando com a solução analítica. 
Considerando o mesmo espaçamento h nas discretizaçoes da equação e resolvendo primeira­
mente pelo MEF, atraves do sistema matricial (4.12), calculamos a matriz A e o vetor b.
Na demonstracão da Proposiçao (4.1) mostramos que a matriz A e tridiagonal e seus ele­








ai-1,i =  aj,i-i =  — - .h
2
h
se i =  j
—1 se i =  j  — 1 ou j  =
h







x — x 7_1 ,
----- -------dx
h












(x — x j—1)sen(x) — / cos(x)dx
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=  h ( (xj — xj— l)sen(xj) — (x — — a V - O ^ j —0
+cos(xj) — cos(xj —1))
=  h<h- < xj ) + cos(xj ) —cos(xj - 1)),
xj+1 1 rxj+1
cos(x) ------dx =  — I




X = Xj + 1 í Xj + 1
(xj+1 — x)sen(x) +  / sen(x)dx
h ( (xj+, -  xj+ i)sen(xj+ i) — <xj +1 — xj )sen(xj )
—cos(xj+1) +  cos(xj))
1 (—hsen(xj ) + cos(xj ) —cos(xj+1)).
Temos que:












h 0 ■ 0 0













0 0 0 m -1 h
2
h _
h (—cos(x0) +  2cos(x i) — cos(x 2)) 
h (—cos (x1) +  2cos(x2) — cos(x3))
h (—scos(x2) +  2scos(x3) — cos(x4))
b
e
h (—cos (xn-2) +  2cos(x„-i) — cos (x„)) 
h ( —cos(xn-i) +  2cos(x„) — cos(xra+i))
Portanto, basta resolver o sistema a seguir:
2 —1 0 . . . 0 0 £1
—1 2 0 . . . 0 0 £2
0 —1 2 . . . 0 0 £3
0 0 0 . . . 2 — 1 £n-1
0 0 0 . . . —1 2 1 1__
—cos(xo) +  2cos(x1) — cos(x2)
—cos(x1) +  2cos(x2) — cos(x3)
—cos(x2) +  2cos(x3) — cos(x4)
—cos(x „-2) +  2cos(x„-i) — cos(x„) 
—cos(xn-1) +  2cos(xn) — cos(xn+1)
(4.14)
E assim obtemos a aproximação da solução de (4.13) através do MEF.
Utilizando o MDF para aproximar a derivada segunda da equação (4.13), dada por:
d2u Ui+i — 2ui +  Ui-i
dx2 h2
e substituindo na equaçao (4.13) temos:
Ui+1 — 2ui +  Ui-1
h2
cos(xi) ^  —ui+1 +  2ui — ui-1 =  h2cos(xi).
Para i = 1 , 2, ■ ■ ■ n — 1, temos:
—u2 +  2u1 — u0 =  h2cos(x1) 
—u3 +  2u2 — u1 =  h2cos(x2)
un + 2un-1 un-2 h2cos(xn-1)
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Assim obtemos o seguinte sistema:
2 —1 0  . 
—1 2 0 . . 

















0 0 0 . . —1 2 un-1 _ h2cos(xn-1)
Resolvemos o sistema (4.15) e determinamos a aproximacao da solucao pelo MDF. 
Para finalizar resolvemos a equaçao (4.13) analiticamente:
d2 u 
dx2 =  cos(x).
Integrando duas vezes obtemos:
u(x) =  / /  -  dxu dxdx =  /  j -
Como u(0) =  u(1) =  0, temos: u(x)
cos(x)dxdx =  
=  cos(x) +  (1
(-sen (x)  +  c i) dx =  cos(x) +  cix +  c2. 
cos(1))x — 1.
Figura 4.2: Solucoes numericas da equacao (4.13).
O erro e calculado atraves da formula:
max | solucao analítica — aproximacao da solucão |. (4.16)
Entao obtemos:
e1 =  8.970981624223384.10- 09 e e2 =  4.579669976578771.10- 14,
sendo e1 o erro entre a solucão analítica e a aproximacao obtida utilizando o MDF e e2 o erro 
entre a solucao analítica e a aproximacao obtida utilizando o MEF. Observamos que o MEF 
possui um erro menor, neste caso concluimos entao que o MEF aproxima melhor a solucao da 
equacao (4.13) nas condicães indicadas..
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4.2 Formulação Fraca do Problema Bidimensionalj»
Considere Q Ç R2 um conjunto aberto e limitado e uma função f  real contínua por partes e 
limitada em Q.
Apresentamos a formulaçao fraca da equaçao de Poisson com fronteira de Dirichlet ho- 
mogenea:
— A  u =  f  (x,y) em Q, 
u =  0 sobre dQ. (4.17)
Definimos o espaco de funcões como:
V := j v : R2 — ► R
Vamos multiplicar a equacõo (4.17) por uma funcao qualquer de V  e integrar sobre Q, ou seja
v e uma funcõo contínua em Q, e5 dx dy
sõo contínuas por partes em Q e v =  0 sobre dQ
— A  u • v =  f  (x, y) • v , Vv G V,
para resolver a integral do lado esquerdo precisamos do seguinte Teorema:.
Teorema 4.2 (Teorema do Divergente:). Dado um conjunto Q C R2 de fronteira suave e 
A =  (Fi, F2) um campo definido em Q. Entao
r r ( dFi dF2
div (A) dxdy =  —----- + —— ) dxdy
In Jn V dx dy
(Fi, F2) • (^1,^2) ds = !  A • nds,
ia n
onde n =  (ni ,n2) é o vetor unitário normal externo a dQ.
Para obtermos as hipóteses do Teorema 4.2 considere os campos Fi 
(0,vdy), onde u,v : Q — > R, temos que
, . dv du d2u dv du d2u
div (Fi ) =  —  —  +  v^—r, div (F2) =  —  —  +  v-
dx dx dx2
e aplicando o Teorema (4.2), obtemos
/ div (Fi ) dxdy 
n
/ div (F2) dxdy 
n
Somando (4.19) e (4.20), obtemos:
/ div (Fi ) +  div (F2) dxdy -
dy dy dy2




f  f  du du
L  \dxni +  d yn2
Como div (Fi) +  div (F2) =  Vv • Vu +  v (^Xy +  fyy) , temos
f  _  _  f f  d2 u d 2u
In + Jn \dx2 +  W
f  f  du du
L  v \ Ã x ^ d j n2 ^ __
fdn









Vv • Vu + vAu
Q J Q
v Vu • n .
dQ dudn
(4.21)
A expressão (4.21) e conhecida como a Fórmula de Green.
Mostremos que se u e solucao da equacao de Poisson (4.17), então u e solucao do seguinte 
problema variacional:
(P V ) Encontrar u E V  tal que




du dv du dv 
dx dx dy dy
dxdy.a(u,v) =  Vu -V v dxdy =  /
J Q J Q
A equacao (4.22) juntamente com a condicao de Dirichlet homogenea formam a formulacao 
fraca de (4.17).
4.2.1 Método de Galerkin para o Caso Bidimensional
Construímos um subespaço de dimensao finita Vh C V.
Para facilitar, assumimos que Q e um polígono e como consequencia dQ e uma curva poli­
gonal. Faremos uma triangulaçao de Q, subdividindo-o no conjunto Th, onde
Th =  {K 1, . . . ,  K m}, Ki sao triangulos nao sobrepostos.
Q =  y  K  =  Ki U K  U- - - U K m,
KeTh
tal que o vertice de um triangulo nao encontra o lado de outro triângulo.
Definição 4.5. Definimos ó numero h =  maxKeTh diam (K ), onde diam (K ) e ó diâmetro 
de um conjunto, ou seja; diametro de K  e a maior distancia euclidiana entre os pontos de K .
Definimos Vh da seguinte forma:
Vh =  {v : v e  contínua em Q, v|K e linear para cada K  E Th, v =  0 em d Q}.
Observação 4.6. O espaço Vh consiste de todas as funçoes continuas que sao lineares em cada 
triangulo K  e assumem o valor zero na fronteira dQ de Q.
Considerando o conjunto N  dos vertices dos triangulos do conjunto Th, cujos elementos 
denominamos Ni, definimos a funçao linear de Vh por
Cj (Ni) =  àij
1 se i =  j
0 se i =  j, i , j  =  1,. . . , M.
A Figura 4.3 ilustra a funcão <pj, a seguir apresentamos a expressao dessa funcão. 
Como no caso unidimensional, vamos considerar v E Vh
M
v(x) =  VjVj(x), j  =  v(Nj), para x E Q U dQ.
j=i
Podemos apresentar o MEF para (4.17) a partir da formulaçao variacional (P V ) restrita ao 
subespaco Vh, como segue:
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Figura 4.3: Representação geométrica da função <pj.
(PVh) encontrar uh G Vh tal que
a(uh,v) =  fv  dxdy, para todo v G Vh.
o
Como resultado desta formulação, obtemos o seguinte sistema linear:
A í =  b, (4.23)
onde A =  (ay), ay =  a(íft, ), í  =  (íi) =  Uh (Ni), b =  (b ) =  o fíft dxdy. Como no caso
unidimensional, podemos mostrar que A e simetrica, positiva definida e assim nao singular para 
que o sistema A í =  b admita uma unica solução.
4.2.2 Construção das Funções
Considerando a funcão linear Vh subspaço vetorial de V citada anteriormente, apresentamos 
a obtencão das funcoes y>j da base do espaço Vh. Vamos supor que o domínio Q foi dividido 
em m triangulos, M , sendo os triângulos interiores Md (que as arestas nao estao na fronteira de 
Qh). Lembrando que Qh e a aproximacão de Q atraves de uma poligonal com seu interior.
A seguir, consideramos alguns conceitos que serão importantes. 123
1. Denotamos enumeracao dos elementos a uma bijecao que associa a cada elemento a um 
numero natural de 1 a m.
Notaçao: k  e o i-esimo elemento da malha.
2. Denotamos de enumeraçao global dos vertices interiores a uma bijecao que associa a cada 
vertice interior a um numero natural de 1 a Mã .
Notaçao: p  e um o vertice interior i da malha.
3. Denotamos enumeracao global dos vertices uma bijeçao que associa cada vertice da malha 
a um numero natural de 1 a M , respeitando a enumeracão dos vertices interiores. Essa 
enumeração adota a enumeraçao da definição 2 e atribui numeros entre Md +  1 e M  ao 
vertices da fronteira de Qh.
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4. Denotamos enumeração local dos vértices a uma bijeção que:
i) associa cada vertice de um elemento Tk um numero do conjunto {1,2, 3};
ii) percorre o elemento em sentido anti-horário, isto e, definido o vertice 1 do elemento 
ki no sentido anti-horário a partir de 1. O vertice s € {1,2, 3} de k  tem coordenadas 
(xk ,Vksi) .
Portanto, o grafico de pj no elemento K i plano = 0  se K  tem o vertice pi 0 caso contrario .
As funcoes pj formam uma base B de Vh. As unicas funçães de B que assumem valores 
diferente de zero em um dado elemento sao aquelas associadas aos seus vertices (pj e pj são 
associados). Em cada elemento pode existir no maximo três funcoes associadas.
Precisamos ainda determinar pj (x, y) em um ponto interior do elemento. Analisamos o que 
ocorre se (x,y) € K  e o triângulo K i for associado a uma funcao p j.
Como cada elemento tem a enumeração dos vertices: (xK , yK ),(xK , y ^ ) e (xK , y ^ ). Va­
mos supor que p j(x ,y ) € B e associada ao vertice 1 de K i.
Logo p j(x i,y i) =  1 e p j(x2,V2) =  P j(x3,V3) =  0, se (x,y) € Ki, então (x ,y ,p j(x,y)) esta
no plano determinado pelos pontos: [x i,y i,p j(x i,y i)], [x2,V2,p j(x 2,V2)] e [x3,y3,p j(x 3,y3)], 
isto e, (xi, Vi, 1), (x2, V2, 0) e (x3,V3,0).
Para que o grafico de p j(x ,y ) esteja nesse plano, os três vetores que ligam (x ,y ,p j(x , y)) a 
cada um dos vertices devem ser coplanares, portanto, o produto misto deve ser 0.
Encontrando os vetores, temos:
Logo,
Obtemos
(x ,V, p j) -  ^ o V u  1) 
(x ,V, p j) -  (x2, V2, 0) 
(x ,V, p j) -  (x3, V3, 0)
(x -  x i , y -  Vi, pj -  1);
(x -  x2, V -  V2, p j) ;
(x -  x3, V -  V3, p j) .
x -  xi V -  Vi pj -  1
x -  x2 V -  V2 pj
x -  x3 V -  V3 pj
0.
0 =  (x -  x i )(y -  V2)pj + (x -  x2)(y -  V3)(pj -  1) + (x -  x3)(y -  Vi)p j-
-  [(x -  x3)(V -  V2)(pj -  1) +  (x -  x2)(V -  Vi)pj +  (x -  x i )(V -  V3)p j]
=  pj [ (x -x i)(V- V2) +  ( x - x 2)(V- V3) +  ( x - x 3)(V- Vi) - ( x - x 3)(V- V2) - ( x - x 2)(V- Vi) - ( x - x i)(V- V3)] +
+  [ - (x  -  x2)(V -  V3) +  (x -  x3)(V -  V2)].
Assim, isolando pj podemos escrever:
pj (x ,V)
x -  x2 



















x -  xi 
x -  x3
V -  Vi
V -  V3
+
x -  xi y -  Vi 
x -  x2 y -  V2
(4.24)
Usando as propriedades de determinantes podemos obter a funcao pj de uma maneira mais
56
sutil. Por exemplo, no numerador, temos:
x -  X2 y -  y2 x -  x2 y -  y2 x -  x2 y -  y2
x -  X3 y -  y3 x y x3 y3











1 xKiX3 Kiy3 i
1 xKi Kiy i i
1 x3 i Kiy2 i
1 x3 i Kiy3 i
(4.26)
Temos de um resultado da Geometria Analítica que o determinante do denominador de (4.26)
Kie o dobro da area do triangulo de vertices (xKi, yKi), (x 33 
da area AKi do elemento K  Assim, reescrevemos (4.26) como:
2 i ,yKi) e (x3i ,y3 i), ou seja, e o dobro







Vi (x,y) 2A kí
1 xKix3 Kiy3 i












1 Kix1 3iy i i
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E assim obtemos uma expressão geral para as funções Vj de B:
ví (x ,y )
1 x y








1 1 xKi y1Ki
2Ak-Ki
1 Kix2 y2Ki
se (x,y) E Ki e Vj associada ao vertice 1 de Ki
se (x,y) E Ki e Vj associada ao vertice 2 de K i




se (x,y) E K i mas Vj não for associada a K i.
No próximo capítulo apresentamos a deducao da equação de movimento de uma membrana, 
a fim de obter sua soluçao numerica utilizando as ferramentas definidas neste capítulo.
Capítulo 5
Membrana Vibrante
Uma membrana e uma placa que está sujeita a uma tensão, na qual a resistência a flexão 
e desprezível. Por isso, a relaçao existente entre uma membrana e uma placa e a mesma que 
existe entre uma corda e uma viga. O couro de um tambor e exemplo de uma membrana [18].
5.1 Equação de Movimento
Considere uma membrana que esta envolvida por uma curva plana S no plano xy, conforme 
mostra a Figura 5.1. Denotamos por f  (x ,y ,t) a carga de pressao que age na direcao z e por P 
a intensidade da tensao em um ponto que e igual ao produto da tensão da traçao e da espessura 
da membrana. A magnitude de P  normalmente e constante em toda a membrana, como em um 
couro de tambor. Se for considerado uma area elementar com lados de tamanhos dx e dy, forcas 
de magnitude P dx e P dy agem sobre os lados paralelos aos eixos y e x, respectivamente. As 
forcas resultantes que agem ao longo da direcao z devido as forcas citadas anteriormente sao:
P d W dxdy e ( P dW dxd y  ■
Figura 5.1: Membrana sob tensão uniforme [18].
A força devida à pressao ao longo da direcao z e f  (x ,y ,t) dx dy e a forca de inercia e:
d 2w
p(x ,y) =  -Qp dx dy
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em que p(x,y) e a massa por unidade de área. A equação de movimento para a vibração 
transversal forçada da membrana pode ser obtida por:
0 2w 0 2w\ 02 w
Sx2 + w )  +  f  =  p"0í2 .
(5.1)
Se a força externa f  (x ,y ,t) =  0, entao a equação (5.1) da equaçao de vibraçao livre e dada
por
em que:
0 2w 0 2w\ 0 2 w
0x2 +  0y2 )  0t2 ,
-  P
V p.
As equacoes (5.1) e (5.2) podem ser espressas como:
02w
P A  w =  p













5.1.1 Condições Iniciais e Condições de Contorno
A equaçao de movimento (5.2) envolve derivadas parçiais de segunda ordem em relaçao a 
t,x  e y, espeçifiçamos duas çondiçoes iniçiais e quatro çondiçoes de çontorno para determinar 
uma soluçao úniça do problema. Normalmente, o desloçamento e a veloçidade da membrana 
em t =  0 sao espeçífiçadas çomo w0(x,y) e wO(x,y). Assim, as çondiçoes iniçiais sao dadas por
w (x,y,t =  0) =  wo(x,y), 
dw
-d£ (x ,y ,t =  0) =  wo(x ,y) . (5.6)
As çondiçoes de çontorno para uma membrana fixa em todo ponto (x i,y i) sobre um seg­
mento do çontorno, sao dadas por
w (x1, y1, t) =  0, t > 0. (5.7)
5.2 Membrana Vibrante: Um Caso Particular
Apliçamos a teoria de elementos finitos bidimensionais para obter a soluççãao numúeriça da 
equação (5.5).
A equaçao que desçreve o problema tratado e dada por:
0 2w 02w\ 0 2w
0x2 +  0y2 J 0t2 ’
w (x ,y) =  0; 
f  (x ,y) =  0;
(x ,y) G n ,t G (0,T ];
(x ,y) G 0^;
(x ,y) G ^.
(5.8)
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em que f  corresponde à força externa que age no sistema e w(x,t) corresponde ao deslocamento 
no tempo. Consideramos a condiçao inicial da seguinte forma:
wo(x, y, t =  0) =  0, V (x, y) G Q, (5.9)
C
dw =  / 0 se (x ,y) =  (xi,yi) (510)
dt d se (x, y) =  (x^y*) ( . )
para algum i =  {1, ■ ■ ■ , 3762} e d G R. A Figura 5.2 representa o domínio Q discretizado com 
1771 triangulos e 3762 nos, utilizamos o software livre GMSH [12] para gerar a malha. Nesta 
malha, determinamos a solucao numerica da equacao (5.5).
Figura 5.2: Domínio Q discretizado.
Apresentamos a seguir, a discretizacao da equacao (5.5).
5.2.1 Discretização da Equação do Movimento
Aplicamos o metodo de Galerkin para obter a discretizaçao do domínio atraves da for- 
mulaçao fraca; para a derivada no tempo utilizamos o metodo de diferencas finitas centradas. 
A seguir, mostramos a obtencao da formulacao fraca e a discretizaçao do problema.
Seja a equaçao (5.8) que e dada na forma:
c2 A  w
d 2w 
dt2 (5.11)
Considere tambem o espaço H*(Q) c  L2(Q), espaco das funções em L2(Q) cujas derivadas de 
primeira ordem, no sentido fraco, tambem pertencem a L2(Q)
d—
H X(Q) =  {u G L2(Q)|- -  G L2(Q),k =  1,2, •••}.
dxk
Multiplicando a equacao (5.11) por v G H X(Q) , obtemos:
dw2
c2(Aw)v =  -QpV,Vv G H 1(Q),
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d 2w
e integrando sobre Q, obtemos:
c2 (A w)v dxdy = .
Jn Jn dt
Usando o Teorema de Green temos que:
v dxdy, Vv G H ^Q).
dw
c2 (Aw)v dxdy =  - c 2 (Vw ■ Vv)dxdy +  c2 I v -7— ds, 




sendo n o vertor unitario normal externo a dQ. Observe que v -7— ds =  0 pois w =  0
Jd n dn
na fronteira. Assim, reescrevendo a equação (5.12) utilizando as notações de produto interno 
obtemos:
íd  2w \
- c 2 (Vw, V v)Lqn) =  — ^ ,v )  , Vv G H 1
\ at /  L2(n)
(Q). (5.14)
Para simplificar a notaçao, consideramos (w ,v)L2(n) =  (w,v). A equaçao (5.14) e a formulaçao 
fraca do problema (5.8). Usamos o metodo de Galerkin para a discretizaçao e consideramos 
um subespaço Vh de dimensao finita de H 1(Q).
Seja a base B =  ( vo  v2, ■ ■ ■ , vM} desse subespaço, temos que a solucao no subespaço Vh 
pode ser escrita como combinaçao linear das funcoes de B.
N
wh(x ,y ,t) =  ^ 2  wj (t)Vj (x ,y) . 
j= 1
Substituindo wh na formulacao fraca (5.14), e tomando v G Vh, temos:
' d2 wh
- c 2(Vwh, Vv) dt2 ,v )  ,Vv G Vh,
ou seja,
-c2  ( E N=1 wjV Vj, V v)  =  (^EN=1 dp wjV j,v )^ , Vv G Vh. (5.15)
Observe que as funcoes wj(t) nao dependem de (x,y), assim podemos tira-las do produto 
interno, logo:
d 2w .
- c 2 E f =1 wj (V Vj, Vv) =  E f =1 -q w (Vj ,v ) ,Vv G Vh. (5.16)
Como a equação (5.16) e valida para todo v G Vh, e equivalente tomar v como as funçães Ví da 
base B de Vh. Portanto:
d 2w
- c 2 EN=1 Wj (VVj, VVí) =  EN=1 -gtT  (Vj .Ví). VVí G B. (5.17)
Utilizamos o metodo de diferencas finitas centradas para apresentar uma aproximacao da deri­
vada de w no tempo, que aparece na equacao (5.17). Considerando a seguinte aproximacão:
d2Wj (xj ,tn) wjn+1 — 2wjn +  wj™-1
dt2
substituindo na equacao (5.17) obtemos:
A t2
„ _N N wn+1 — 2wn+ w™1
- c 2 eN =1 wj (V Vj, V Ví) =  j ---------- At2------------ (V j.Ví). VVí G B . (5.18)
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Multiplicando (5.18) por A í2, obtemos:
—A t2c2Ylf=! Wj(V ^ j, V ^ .) =  E f= i (w?+1 — 2w'i + « j T t f e , W . e B (5.19)
Separando o primeiro membro da equacao (5.19) as expressões que estão no tempo ín+1 e 
no segundo membro as equacoes que estão no tempo ín e ín-1, obtemos:









(c2 A í2(V<Pj, Vpi);
/  wn+1 \
. ;
V wN+1 
(  wn \
. ;
V wn y
V w' - 1 \
. ,
V wn- 1 y
obtemos o seguinte sistema:
X W n+1 =  -  Y W n — X W n-1 (5.21)
Definidas as matrizes, determinamos a solucao numerica de (5.8) utilizando o sistema (5.21). 
Observe que as matrizes X , Y  dependem dos produtos internos referentes as funcães ^  da base 
B de Vh. Tais produtos internos sao apresentados no Apendice A, considerando essas funçães 
em um elemento padrâo. Depois utilizamos a transformacão apresentada no Apendice B, para 
obtermos o sistema no elemento real. Utilizando o software Matlab encontramos o deslocamento 
da membrana em cada ponto da malha ao longo do tempo.
5.2.2 Resultados Numéricos
Para os valores de c =  3.14, A í =  0.08s e d =  0.1, obtemos a solucao numerica da equacao (5.5) 
em que d corresponde ao no 1571, que e um dos nós centrais da malha em um ponto (x,y). A 
condiçao inicial e dada por:
Wo(x,y) =  0, V(x,y) e Q
A Figura 5.3 apresenta a membrana considerada no início do processo. A Figura 5.4 re­
presenta a membrana na primeira iteracao no tempo, pois pela equacao (5.10) temos que 
w1(x,y) =  d x A í para o ponto (x,y) correspondente ao nó 1571.
Após 2000 iteracoes no tempo, obtemos a aproximacao numerica da equacão (5.8). A 
Figura 5.5 representa a aproximacão numerica da equacão (5.8). A Figura (5.6) representa o 
valor de cada iteracao para o no 1571.
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Figura 5.3: Membrana na condição inicial.
Figura 5.4: Aproximacao numerica da 
solucao da equacao (5.8) para a primeira 
iteracao.
Figura 5.5: Aproximação numerica da Figura 5.6: Valor de cada iteração no no
equação (5.8). 1571.
5.3 Algumas Considerações
Diferentemente dos outros capítulos, abordamos aqui uma aproximaçao numerica para a 
equaçao da membrana, que e um problema bidimensional. Observe no grafico da Figura 5.5 
que, para 1500 iterações no tempo, os deslocamentos se espalham em toda membrana. Note 
que na Figura 5.6, nas primeiras iteraçoes, o valor do deslocamento para o no 1571 aumenta e 
depois diminui. Inclusive, próximo a iteracao 1500, as ondas chegaram à fronteira e retornaram, 
elevando o valor do deslocamento neste no.
Para finalizar, apresentamos a seguir as conclusães do trabalho.
Capítulo 6
Conclusões e Trabalhos Futuros
Neste trabalho estudamos uma variável importante, que e o tempo de uso de uma mola para 
os modelos analisados, atraves da teoria de conjuntos fuzzy. Primeiramente resolvemos uma 
EDO de segunda ordem, que modela o sistema massa-mola, utilizando o metodo de diferenças 
finitas. Modelamos a constante k da mola de um veículo atraves de um SBRF, levando em 
consideraçao sua classificaçao em termos de tempo de uso. Foram comparados os valores do 
deslocamento da mola do veículo para um k determinístico e para valores de k obtidos pelo 
SBRF; demonstrando a importancia do tempo de uso de uma mola, nem sempre considerado 
na literatura.
Realizamos no capítulo 3 o estudo de algumas EDP, classificadas como equacão da onda, 
inclusive com derivadas de ordens superiores. Modelamos nos dois casos analisados a constante 
elastica k da mola, para o problema do cabo suspenso e para a viga considerada como chassi 
de um veículo. Nos dois casos, observamos a relevância do tempo de uso de uma mola atuando 
nos modelos. A formula analítica para se calcular a constante elastica de uma mola, nao leva 
em consideracao o tempo de uso da mesma, essa influencia deve ser considerada. Os problemas 
tratados nesta dissertacao nos fornecem a possibilidade de obter várias solucoes para o modelo, 
levando em consideraçao se a mola e nova, seminova ou velha. Inclusive, no caso da viga 
conectada a molas, massas e amortecedores em suas extremidades, podemos observar que o 
tempo de uso de uma mola pode levar a diferentes deslocamentos do veículo. Podendo ter 
amplitude de vibraçcoães maiores ou menores.
Abordamos no capítulo 4 o metodo numerico dos elementos finitos, que pode ser utilizado 
de forma eficiente em fronteiras que nao sao regulares. O estudo desse metodo foi de grande 
relevancia, pois atraves dele, modelamos, no capítulo 5, a equacao de uma membrana vibrante 
em uma fronteira nãao regular.
Como trabalhos futuros, podemos considerar a condiçao de fronteira de Robin para a 
equacao da membrana (5.5). A constante k da condiçao de fronteira de Robin pode ser obtida 
atraves de um SBRF, dependendo das variaveis de entrada convenientes. Outro trabalho que 
pode ser realizado e obter a velocidade da onda c =  , que depende da tensão (P ) e da
massa por unidade de írea ou de comprimento (p), atraves de um SBRF do modelo estudado.
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Apresentamos o cálculo das matrizes, no elemento “padrão” do sistema linear, obtido ao encon­
trarmos a formulaçao fraca dos problemas estudados. Para o calculo dessas matrizes, precisamos 
obter as funcões p da base B no elemento “padrao” (Figura A.1).
Figura A.1: Triângulo “padrão” K .
Assim, utilizando (4.27), temos:
v i (x ,y)
M x ,y)




























em que A e a área do triângulo “padrão” .
Como podemos ver a ârea do triângulo “padrão” e 1, temos que:
c i ( x ,y) =  1 -  x -  y; 
C2(x ,y) =  x ; 
ca (x ,y) =  y.
(A.1)
Podemos entao calcular as matrizes de rigidez:
• Matriz (G) do produto interno entre os gradientes das funcoes base G =  (a^j) onde 
ai,j (^Cí> )
«i,i =  (V ^i, V ^i)
=  / V ^ i ■ V ^ i dxdy
Jn
ri ri -y
=  ( ( - 1 , -1 ) ,  ( - 1 , - 1 ) ) dxdy =  1;
J0 Jo
« i ,2 =  « 2,i =  (V ^U V C2)
=  / V ^ i ■ V ^ 2 dxdy
i i
=  J J  ( ( - 1, -1 ) ,  (1,0)) dxdy =  - y ;  
« 2,2 =  (V ^2, V ^ 2)
=  / V ^ 2 ■ V ^ 2 dxdy
( i ( i-y 1
=  ( (1, 0), (1,0)) dxdy =  õ ;do do
«i,3 =  «3,i =  (V ^U V C3)
2 ’
=  / V ^ i ■ V ^ 3 dxdy
( i ( i-y 1
J ( ( - 1 , -1 ) ,  (0, õ)) dxdy =  "2“ ;
«2,3 =  «3,2 =  (V ^2, V ^3)
=  /  V ^ 2 ■ V ^ 3 dxdy
( i ( i-y
=  ((1 ,0), (0, õ)) dxdy =  0;o o
«3,3 =  (V^3, V^3)
V ^3 ■ V ^3 dxdy
n (i ( i-y
o o
((0, (0, õ)) dxdy =  2 .
Logo, obtemos:
G = õ 
2
2 1 - 1
-1  1 0




Matriz ($i) do produto interno entre as funções base S1 =  (cí,j) onde cí,j =  (^ , p j).
c 1,1 =  (^1,^1) =  / dxdy
JQ
n1-v(1 — x — y) ■ (1 — x — y) dxdyn1- y 11 — 2x — 2y +  2xy +  x2 +  y2 dxdy =  — ;12
C1,2 =  (^1,^2) =  ^1 ■ ^2 dxdy/•1 f1-y 
/q Jo
JQ
n1-y 1x — x2 — yx dxdy =  — ;24C1,3 =  (^1,^ 3) =  ^1 ■ ^3 dxdy
JQ
-1 /• 1-y r 1 r 1-y 1
(1 — x — y) ■ (y) dxdy =  y — y2 — yx dxdy =  ^ ;
o jq Jq Jo 24
C2,1 =  (^2,^ 1) =  /  ^2 ■ ^1 dxdy
JQ
-1 c 1-y r 1 r 1-y 1
(x) ■ (1 — x — y) dxdy =  x — x2 — yx dxdy =  — ;
q jq Jq Jq 24
C2,2 =  (^2,^ 2) =  / ^2 ■ ^2 dxdy
JQ
n 1-y r 1 r 1-y 1x ■ x dxdy =  x2 dxdy =  — ;Jq Jq 12
C2,3 =  (^2,^ 3) =  /  ^2 ■ ^3 dxdy
Q
n 1-y 1x y &<% =  24;C3,1 =  (^3, ^ 1) =  I  ^3 ■ ^1 dxdy =  I  I  (1 — x — y) ■ (y) dxdy =  ^  
Jq Jq Jq
24
C3,2 =  (^3,^ 2) =  /  ^3 ■ ^2 dxdy
Q
n 1-y 1y ■ x dxdy =  — ;24C3,3 =  (^3,^ 3) =  / ^3 ■ ^3 dxdy
JQ
n 1-y r 1 r 1-y 1y ■ y dxdy =  y2 dxdy =  — .Jo Jq 12Logo, obtemos:
S1
1 1 1 
12 24 24
1 1 1 
24 12 24





Na continuação, apresentamos a transformação utilizada para passarmos do elemento “padrão” 
para o “real” .
Para facilitar os caiculos das matrizes do sistema podemos efetuar os caiculos em um ele­
mento “padrão” que denotaremos por K  e depois utilizamos a transformacão apresentada a 
seguir para passarmos para o elemento “real” que denotaremos por Ke.
Sejam (í,n) =  í , (í,n ) =  n e ^ ( í ,n )  =  1 — í  — n as funcoes da base B . Queremos
uma transformacao Ye : K  — > K e, onde temos as correspondencias:
(1,0) — > (xi , yi) ;
(o ,1) — > (x2,y2) ;
(0,0) — > (x3,ys) .
Como mostra a Figura B.1.
Figura B.1: Transformacao do triângulo “padrao” no triangulo “real” . 
Temos que:
Ye(£,n)
Xi — X3 X2 — X3





x (í, n) =  X3 +  (xi — X3) í  +  (X2 — X3 )n;
y (í, n) =  V3 +  (yi — V3)£ +  (V2 — V3)n.
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Com isso o Jacobiano de Ye e dado por:
JYe = x 1 — xs x2 — xs 
y1 — ya y2 — ys
Sabemos que p (Ç/n) =  Pi(x(Ç,n) ,y (Ç,n)), entã °
dpi dpi dx dpi dy
dÇ dx dÇ +  dy dÇ
S f  i S f  i dx dpi dy
dn dx dn dy dn




df i ,  ^ , df i ,  ^
-d x (x1 — xs) +  S y  (y1 — ^
df i (   ^ , df i (  ^
ã n  =  a x (x2 —x s ) +  a y (y2 —ys)-
Escrevendo na forma matricial, temos:
f i
dn
x 1 — xs y1 — ys












e portanto Y  =  ((JYg)*)-1 .
Assim temos a seguinte transformação:
Sendo B =  [ p f  ,p f , pf } a base das funções no elemento “padrao” e B =  {p 1,p 2,ps} a 
base das funçoes no elemento “real” , temos:
vpK  ■ V fKK ' K
(((JYe)t)-1V fi) ■ (((JYe)t)—1V f  j )det(JYe) (B.1)
2area(K) (((JYe)t)-1V p i) ■ (((JYe)t)-1V p j).
' K
A equaçao (B.2) e utilizada no programa computacional desenvolvido neste trabalho.
